
組合せ論サマースクール２０１３
2013年 9月 2日（月）～9月 5日（木）

岩手県盛岡市 ホテル大観

プログラム

９月２日（月曜日）

15:30 無料送迎バス出発 (盛岡駅西口バスターミナル 28番線付近)
16:00 受付開始

９月３日（火曜日）

9:00－ 9:05 諸注意

9:05－ 9:25 八森　正泰 (筑波大学)
任意の制限がシェラブルである単体的複体とシェリングの拡張可能性

9:35－ 9:50 谷口　哲至 (松江工業高等専門学校)
ホフマングラフとグラフの階層構造

10:00－ 10:20 上別府　陽 (島根大学)
boxicityを大きくするグラフの部分構造について

[休憩]

10:40－ 11:00 鹿間　章宏 (大阪大学)
グラフの二次トーリックイデアルと二次グレブナー基底

11:10－ 11:30 東谷　章弘 (大阪大学)
Cameron–Walker グラフの可換環論的性質

11:40－ 12:00 清水　健一 (名古屋大学)
組み合わせ論とホップ代数における “べき写像”

12:00－ 14:00 [昼食]

14:00－ 14:25 冨江　雅也 (盛岡大学)
半順序集合より構成されるGray Code の例について

14:35－ 14:50 松原　俊一 (青山学院大学)
Birman-Ullman のアルゴリズムを用いた正整数の倍数全体の構文解析

15:00－ 15:15 渡邊　悠太 (東北大学)
離散フーリエ変換とその符号理論への応用
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[休憩]

15:45－ 16:10 百瀬　康弘 (信州大学)
Association schemoidと群作用を持つ小圏について

16:20－ 16:40 奥田　隆幸 (東北大学)
コンパクト等質空間上のデザインの積について

[休憩]

17:00－ 18:00 オープンプロブレムセッション 1
藤田　亮 (中央大学)
村井　聡 (山口大学)

18:00－ 20:00 [夕食]

９月４日（水曜日）

9:00－ 9:25 縫田　光司 (産業技術総合研究所)
加法凖同型暗号の再帰的な構成について

9:35－ 9:50 宮内　美樹 (NTT)
グラフの細分のトラックレイアウト

10:00－ 10:20 上岡　修平 (京都大学)
ローラン双直交多項式のモーメントとしての q-Narayana 多項式

[休憩]

10:40－ 11:00 Matsumoto Diogo Kendy (早稲田大学)
Dynamical brace の構造とDynamical Yang-Baxter map

11:10－ 11:30 岡崎　亮太 (福岡教育大学)
多重次数付き自由分解から定まる有向グラフと代数的離散モース理論

11:40－ 11:55 木村　杏子 (静岡大学)
Schmitt–Vogel の補題, 線型代数的手法と算術階数

12:00－ 14:00 [昼食]

14:00－ 18:00 自由討論

18:00－ 20:30 [夕食（懇親会）]

20:30－ 22:30 オープンプロブレムセッション 2 (飛び込みOK)
清水　健一 (名古屋大学)
縫田　光司 (産業技術総合研究所)
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９月５日（木曜日）

9:30－ 9:55 松田　一徳 (立教大学・JST CREST)
グラフの安定集合に付随するトーリック環が強Koszulになるための
必要充分条件について

10:05－ 10:20 村井　聡 (山口大学)
重心細分の面の個数について

[休憩]

10:40－ 10:55 神吉　知博 (松江工業高等専門学校)
部分ルート格子の数え上げとスターリング数の一般化

11:05－ 11:30 岡田　聡一 (名古屋大学)
Schur 多項式の特殊値の数論的性質

12:00 無料送迎バス出発 (12:30頃 盛岡駅着)
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多重次数付き自由分解から定まる有向グラフと

代数的離散モース理論

岡﨑亮太 (福岡教育大学教育学部)∗

k を体，S := k[x1, . . . , xn] を x1, . . . , xn を不定元とする k 上の n 変数多項式環と

する．Zn
≥0 を n 組の非負整数からなる集合（モノイド）とするとき，S の任意の単項

式はある a = (a1, . . . , an) ∈ Zn
≥0 を用いて，xa :=

∏n
i=1 x

ai
i と一意に表される．a をこ

の単項式の多重次数と呼ぶ．S の部分集合 I で，ある単項式 u1, . . . , us ∈ S を用いて

I = {
∑s

i=1 fiui | fi ∈ S} と表されるものは S のu1, . . . us で生成される単項式イデア

ルと呼ばれており，組合せ論的可換代数における重要な研究対象の一つとなっている．

I が一つの単項式 u で生成されているときは，I を Su と表す．Su は階数 1 の S-自

由加群となることに注意されたい．

I を単項式イデアルとするとき，S-加群と，S-準同型写像からなる系列

F• : 0 −→ Fp
∂p−→ Fp−1

∂p−1−→ · · · ∂2−→ F1
∂1−→ F0 −→ 0

で，

(1) 各 i に対し，ある単項式 ui,1, . . . , ui,si (si ∈ N) が存在してFi =
⊕si

j=1 Sui,j，

(2) ui,j ∈ Sui,j ⊆ Fi に対し，

∂i(ui,j) =

si−1∑
k=1

[ui,j : ui−1,k] ·
ui,j

ui−1,k

· ui−1,k ∈ Fi−1.

但し，[ui,j : ui−1,k] ∈ k であり，ui,j ∤ ui−1,k ならば [ui,j : ui−1,k] = 0．

(3) ∂i ◦ ∂i+1 = 0 ∀i，

(4) i ̸= 0 のとき，Ker ∂i = Im ∂i+1，

(5) F0/ Im ∂1 ∼= I

を満たすものを I の（多重次数付き有限）自由分解と呼ぶ．自由分解は，I や S/I の

代数的性質を調べる上で極めて重要な概念である．特に，上記の自由分解 F• が

(6) [ui,j : ui−1,k] ̸= 0 ならば，ui,j ̸= ui−1,k

を満たすとき，F• は極小であるという．任意の単項式イデアル（より一般に，有限多

重次数付き S-加群）は極小自由分解をもつことが知られており，このとき，各 Fi の

階数は自由分解の中で極小となる．この様な F• を構成すること，より正確には極小自

由分解の「雛形」を求めることは（組合せ論的）可換代数における重要な課題となっ

ている．

必ずしも極小であるとは限らない自由分解に関しては，単項式イデアルに対しては

D. Taylor による古くから知られた構成がある ([7], cf. [1, Exercise 17.11])．2007 年に

本研究は JSPS科研費 24740013 の助成を受けたものです．
∗〠 811-4192 福岡県宗像市赤間文教町 1-1
B: rokazaki@fukuoka-edu.ac.jp
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は，A. B. Tchernev により広いクラスである多重次数付き S-加群に対しても有効な構

成が与えられた ([8])．

一方，2005年前後に，R. Forman による離散モース理論 ([3]) の代数的な側面を一般

の鎖複体に応用するアイデアが D. N. Kozlov, E. Sköldberg, M. Jöllenbeck, V. Welker

らにより提唱された ([4, 5, 6])．この理論を [4] に倣って，代数的離散モース理論と呼

ぶことにする．この代数的離散モース理論を用いると，必ずしも極小ではない自由分

解から，極小な自由分解を得ることが理論上可能となる．その為には，自由分解から

定まる有向グラフを考え，所定の条件を満たす辺の集合（モース・マッチングと呼ば

れる）を探す必要があるが，Taylor や Tchernev による自由分解では，その様な辺を

探すことが一般に難しい．

本講演では，講演者による新しい自由分解の構成法と簡単な代数的離散モース理論

の紹介を行う．この新しい自由分解は，Tchernev によるものと同様，多重次数付き S-

加群にも適用でき，更に，上記の辺集合が探しやすいという利点を持つ．時間に余裕が

あれば，既に Eliahou と Kervaire により極小自由分解の構成が与えられている stable

単項式イデアル ([2]) に対して，今回の新しい自由分解と代数的モース理論を用いて，

その極小次数付き自由分解を再構成出来ることを紹介したい．

参考文献

[1] D. Eisenbud, Commutative algebra: with a view toward algebraic geometory, GTM 150,
Springer, 1995

[2] S. Eliahou and M. Kervaire, Minimal resolutions of some monomial ideals, J. Algebra
129 (1990), 1–25

[3] R. Forman, Morse theory for cell complexes, Adv. Math. 134 (1998), 90–145

[4] M. Jöllenbeck and V. Welker, Minimal resolutions via algebraic discrete Morse theory,
Mem. Amer. Math. Soc. 197 (2009)

[5] D. N. Kozlov, Discrete Morse theory for free chain complexes, C. R. Acad. Aci. Paris,
Ser. I 340 (2005), 867–872

[6] E. Sköldberg, Morse theory from an algebraic viewpoint, Trans. Amer. Math. Soc. 358
(2005), 115–129

[7] D. Taylor, Ideals generated by monomials in an R-sequence, Thesis, Chicago University.

[8] A. B. Tchernev, Representations of matroids and free resolutions for multigraded modules,
Adv. Math. 208 (2007), 75–134
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Schur 多項式の特殊値の数論的性質

名古屋大学多元数理科学研究科
岡田 聡一 (Soichi OKADA) ∗

正整数 nの分割とは，非負整数からなる広義単調減少列 λ = (λ1, λ2, · · · ) (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · )

で
∑

i λi = n をみたすもののことである．また，分割 λ に対して，l(λ) = #{i : λi > 0}

とおき，λ の長さと呼ぶ．長さ k 以下の分割 λ = (λ1, · · · , λk) に対して，

sλ(x1, · · · , xk) =
det

(

x
λj+k−j

i

)

1≤i,j≤k

det
(

xk−j
i

)

1≤i,j≤k

とおくと，sλ(x1, · · · , xk)は x1, · · · , xk に関する対称式となり，λに対応するSchur多項式
と呼ばれる．このとき，Schur多項式の特殊値 sλ(1

k) = sλ(1, · · · , 1
︸ ︷︷ ︸

k

), sλ(1, q, q
2, · · · , qk−1)

に対して，次の定理が成り立つ．

定理 1. （伊藤）k, n を正整数とする．
(1) λ が長さ k 以下の n の分割全体を動くときの sλ(1

k) の（整数環 Z における）最大
公約数は，

gcd
{

sλ(1
k) : λ ⊢ n, l(λ) ≤ k

}

=
k

gcd(n, k)
.

(2) λ が長さ k 以下の n の分割全体を動くときの sλ(1, q, q
2, · · · , qk−1) の（多項式環

Q[q] における）最大公約多項式は，

gcd
{

sλ(1, q, q
2, · · · , qk−1) : λ ⊢ n, l(λ) ≤ k

}

=
[k]q

[gcd(n, k)]q
.

ここで，[r]q = (1− qr)/(1− q) である．

この定理の (2)より，sλ(1, q, q2, · · · , qk−1)は [k]q/[gcd(n, k)]q = 1+qd+q2d+· · ·+qk−d

(d = gcd(n, k)) で割り切れることがわかる．さらに，

予想 2. k, n を正整数とし，d = gcd(n, k) とおく．λ が長さ k 以下の n の分割である
とき，

sλ(1, q, q
2, · · · , qk−1)

1 + qd + q2d + · · ·+ qk−d

は q に関する非負整数係数の多項式である．

講演では，この定理，予想の周辺について解説する．

∗okada@math.nagoya-u.ac.jp
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コンパクト等質空間上のデザインの積につ

いて

奥田隆幸 ∗†

Abstract

コンパクト群 G と, その閉部分群 K,H で K ⊂ H となるものを考
える．本講演では, G/H 上のデザインと H/K 上のデザインの積とし
て G/K 上のデザインを構成する手法について述べる. 特にHopf写像
を通じて, S3, S4 上の球面デザインから S7 上の球面デザインが構成で

きることを紹介する.

1 コンパクト等質空間上のデザイン

コンパクトハウスドルフ位相群 G とその閉部分群 K を固定する. 等質空間
G/K 上の複素数値連続関数全体のなす複素ベクトル空間を C(G/K) と書く
ことにしよう. Gは G/K に左から自然に作用するが,このG-作用についての
Haar 測度 µG/K を一つ選んで固定しておく. G のユニタリ表現 (ρ, V, ⟨ , ⟩V )
に対して,線形写像 Φ : V ⊗V K → C(G/K)を, Φ(v⊗w)(gK) := ⟨v, ρ(g)w⟩V
の線形拡張によって定める. この写像の像を Cρ(G/K) := Φ(V ⊗ V K) と書
くことにする.
等質空間 G/K 上の ρ-design を以下のように定義しよう:

Definition 1.1. X を G/K の空でない有限部分集合とし, ρ を G のユニ
タリ表現とする. このとき, X が ρ-design on G/K であることを, 任意の
f ∈ Cρ(G/K) に対して,

1

|X|
∑
x∈X

f(x) =
1

|G/K|

∫
ω∈G/K

f(ω)dµG/K(ω)

が成り立つこととする. ただし |G/K| := µG/K(G/K) としている.
∗東北大学大学院情報科学研究科数学教室 日本学術振興会特別研究員-PD
†E-mail: okuda@ims.is.tohoku.ac.jp
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Haar 測度は正の定数倍を除いて一意的であることから, デザインの定義
は µG/K の取り方には依存しないことを注意しておく.

2 積公式

H を G の閉部分群で, K ⊂ H ⊂ G となるものとしよう. このとき, G/H,
H/K はコンパクト等質空間であり, 商写像 π : G/K → G/H はファイバー
が H/K であるようなファイバー束になっている.
ここで, 各 y ∈ G/H に対して, gyH = y となる gy ∈ G を固定しておき

(y に関して連続的に gy を定める必要はない), 同相 ιy : H/K → π−1(y) を
ιy(hK) := (gyh)K として定めておく (h ∈ H).

Y , Γ をそれぞれ G/H, H/K の空でない有限部分集合としたとき,

X(Y,Γ, ι) := { ιy(γ) | y ∈ Y, γ ∈ Γ } ⊂ G/K

とおくと, 定義から |X(Y,Γ, ι)| = |Y | × |Γ| である. このとき次の定理が成り
立つ:

Theorem 2.1. G のユニタリ表現 ρ に対して, Y が ρ-design on G/H で, Γ
が ρ|H-design on H/K であるとき, X(Y,Γ, ι) は ρ-design on G/K である.

Example 2.2. G = Sp(2), H = Sp(1) × Sp(1), K = Sp(1) とすると,
G/K ≃ S7, G/H ≃ S4 K/H ≃ S3 となり, π : S7 → S4 は Hopf 写像
である (ファイバーは S3). ここで, S7 上の 2t-次以下多項式空間 P2t(S

7)
を考えると, これは球面測度に関する L2内積について Sp(2) のユニタリ表
現になっている. この表現を ρ2t とおくと, 最高ウェイトの計算などから,
Cρ2t(G/K) = P2t(S

7), Cρ2t(G/H) ⊂ Pt(S
4), Cρ2t|H (H/K) ⊂ P2t(S

3) となる
ことが分かる. 従って, 定理 2.1 から, S4 上の球面 t-design と S3 上の球面

2t-design の積として, S7 上の 球面 2t-design が構成できる.

References

[1] 坂内英一・坂内悦子. 球面上の代数的組合せ理論. シュプリンガー・フェ
アラーク東京, 1999.

[2] 小林俊行・大島利雄. リー群と表現論. 岩波書店, 2005.

[3] 竹内勝. 現代の球関数. 岩波書店, 1975.
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ローラン双直交多項式のモーメントとしての q-Narayana多項式
上岡修平*1

ローラン双直交多項式 (Laurent biorthogonal polynomial, LBP)は T-連分数に付随する直交関数であり,原点
と無限遠点における二点パデ近似の研究において導入されたものである [3]. 本講演ではシュレーダー路とい
う格子路を用いて LBP の組合せ論的な構造を調べる. 特に LBP に付随する線型汎関数のモーメントとして
Narayana多項式 (のある q-類似)が現れることを見る. 基本的な考え方は通常の直交多項式に対する Viennot

の組合せ論的解釈 [5]に基づいているのでそちらも参考にされたい.

1 ローラン双直交多項式とシュレーダー路
(モニックな) LBP Pn(z) (n ∈ N = {0, 1, 2, . . .}) は次の漸化式から定まる多項式である: 任意の非零定数

bn+1, cn (n ∈N)に対して

Pn+1(z) = (z− cn)Pn(z)− bnzPn−1(z) (n = 1, 2, . . .). (1)

ただし漸化式の初期値は P0(z) = 1, P1(z) = z − c0 である. 係数を逆に並べ (てモニック化し) た多項式
P̃n(z) = znPn(z−1)/Pn(0)も LBPであり,対応する漸化式の係数は b̃n = bn/cn−1cn および c̃n = 1/cn によ
り与えられる.

LBPの直交性は次の形で与えられる: ローラン多項式空間上で定義された線型汎関数 F が存在して

F [Pn(z)z−k] = hnδn,k (k = 0, 1, . . . , n). (2)

ただし hn はある非零定数であり δn,k はクロネッカーのデルタである.

LBP の組合せ論的解釈においてはシュレーダー路が有効である [4]. 二次元平面上の格子路 P で次の条
件 (i), (ii) を満たすものをシュレーダー路 (Schröder path) という [1]: (i) 上 U = (1, 1), 下 D = (1,−1), 横
H = (2, 0)の三種類のステップから構成される; (ii) x軸 (直線 y = 0)より下には進まない. 図 1に例を示す.

x
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

図 1 シュレーダー路 P. w(P) = b2
1b3

2b3c0c2
1c2. w̃(P) = b̃2

1 b̃3
2 b̃3 c̃0 c̃2

1 c̃2. horiz(P) = 4. area(P) = 24.

シュレーダー路 P の重み w(P) および w̃(P) を定義する. まず P の各ステップに次の規則でラベルを付け
る: (a)上ステップは 1; (b)下ステップで y = nから降りるものは bn; (c)横ステップで y = n上にあるものは
cn. ただし bn, cn は漸化式 (1)の係数である. このとき w(P)は Pに含まれる全ステップのラベルの積である.

w̃(P)も係数 b̃n, c̃n を用いて全く同様に定める.

定理 1. 線型汎関数 F のモーメント fk = F [zk] (k ∈ Z)は次で与えられる:

fk+1 = κ ∑
P

w(P), f−k = κ̃ ∑
P

w̃(P) (k ∈N). (3)

*1 京都大学大学院情報学研究科. E-mail: kamioka.shuhei.3w@kyoto-u.ac.jp
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ただし各和は (0, 0) から (2k, 0) へのシュレーダー路 P 全てにわたってとる. また κ と κ̃ は κ/κ̃ = c0 を満た
す任意の非零定数である.

定理 1よりモーメントの値は f1 = κ, f2 = κ(b1 + c0), f3 = κ(b1b2 + b2
1 + b1c1 + 2b1c0 + c2

0) といった具
合に計算できる. f0, f−1, f−2, . . .に関しても同様.

2 q-Narayana多項式
シュレーダー路 Pに対して次の統計量を考える: Pに含まれる横ステップの数 horiz(P); Pと x軸により囲
まれる領域の面積 area(P) (図 1参照). horizに関する多項式 ∑P thoriz(P) (P: (0, 0)から (2k, 0)へのシュレー
ダー路)は Narayana数 (OEISの A001263)を用いて書き下すことができるため Narayana多項式と呼ばれ
る [1]. ここでは q-類似として次の q-Narayana多項式を考える:

Nk(t, q) = ∑
P

thoriz(P)qarea(P) (k ∈N). (4)

ただし和の Pは (0, 0)から (2k, 0)へのシュレーダー路全体を動く.定理 1より q-Narayana多項式 (4)は LBP

のモーメントとして実現できる. さらに q-Narayana多項式を含むある行列式の値も自動的に計算できる.

定理 2. 漸化式 (1)の係数を bn = q2n−1, cn = tq2n により与えるとき,線型汎関数 F のモーメント fk = F [zk]

は次で与えられる:

fk+1 = κNk(t, q), f−k = κt−2k−1Nk(t, q−1) (k ∈N). (5)

系 3. q-Narayana 多項式 (4) を成分に持つテプリッツ行列式 Nn(t, q) = det(Nj−k(t, q))j,k=0,...,n−1 の値は

Nn(t, q) = (−tq)
n(n−1)

2 に等しい. ただし k < 0のとき Nk(t, q) = t−2|k|+1N|k|−1(t, q−1)と定める.

系 3は行列式による非交叉シュレーダー路の数え上げに用いることができる. さらにはアステカダイヤモン
ドのドミノタイリングに関する Elkies等の結果 [2]の別証明にも繋がる.

参考文献
[1] J. Bonin, L. Shapiro, and R. Simion, Some q-analogues of the Schröder numbers arising from combinatorial

statistics on lattice paths, J. Statist. Plann. Inference 34 (1993), 35–55.

[2] N. Elkies, G. Kuperberg, M. Larsen, and J. Propp, Alternating-sign matrices and domino tilings, J.

Algebraic Combin. 1 (1992), I: 111–132 / II: 219–234.

[3] W. B. Jones and W. J. Thron, Survey of continued fraction methods of solving moment problems and related

topics, Analytic theory of continued fractions (Loen, 1981), Lecture Notes in Math., 932, Springer,

1982, pp. 4–37.

[4] S. Kamioka, A combinatorial representation with Schröder paths of biorthogonality of Laurent biorthogonal

polynomials, Electron. J. Combin. 14 (2007), Research Paper 37, 22 pp. (electronic); , A combi-

natorial derivation with Schröder paths of a determinant representation of Laurent biorthogonal polynomials,

Electron. J. Combin. 15 (2008), Research Paper 76, 20 pp. (electronic).

[5] G. Viennot, Une théorie combinatoire des polynômes orthogonaux généraux, Université du Québec à

Montréal, 1983.
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boxicityを大きくするグラフの部分構造について

∗上別府 陽

島根大学 総合理工学研究科

「グラフ」はすべて有限かつ単純な無向グラフとする. グラフ Gの頂点集合を V (G), 辺集合

をE(G)で表す. また, 頂点 uと vを結ぶ辺を uvと書くことにする. 空でない, ある集合族F に対
して, 頂点集合が F 自身で, 辺集合が

{F1F2 |F1, F2 ∈ F , F1 ∩ F2 ̸= ∅}

で定義されるグラフを集合族F の intersectionグラフと呼ぶ. 特に, F が実数直線上の閉区間から
なる集合族である場合, このグラフを intervalグラフと呼ぶ. あるグラフGがF の intersectionグ

ラフで表現できるとは, V (G)との間に全単射があって, 「Gの 2頂点が uと vが辺で結ばれるこ

と」と「uと vに対応する集合族F の元 Fuと Fvの共通部分が空でないこと」が必要十分である

ときとする.

実直線上の k個の閉区間 I1, I2, . . . , Ik の直積 I1 × I2 × · · · × Ik のことを k次元ユークリッド

空間内の boxと呼ぶ. グラフGが k次元ユークリッド空間内の boxからなる集合族の intersection

グラフで表現できるときの最小の整数をグラフGの boxicityと呼び, box(G)で表す. H がGの誘

導部分グラフならば, box(G) ≥ box(H)である.

グラフの boxicityの概念は, F.S.Roberts [5]によって紹介され, 生態学における生態ニッチの

交差やオペレーションズリサーチにおける艦隊維持等, 様々な分野へ応用されている. Robertsは,

n個の頂点を持つグラフの最大 boxicityが ⌊n2 ⌋であることを示した. 具体的には, 完全多部グラフ

K2,2,...,2またはK2,2,...,2,1の boxicityが, 最大 boxicityに達することがわかっている. なお, 講演内

で紹介するが, 文献 [2]には, グラフの boxicityを計算するための強力なツールが記されている.

近年, Chandranら [1]が, グラフの boxicityとグラフの彩色数との間に, 次の関係があること

を発見した.

Theorem 1 ([1], Theorem 6.1). 実数 s ≥ 0に対して, box(G) ≥ n
2 − sならば, χ(G) ≥ n

2s+2 が

成立する. ただし, nはグラフGの頂点数, χ(G)はグラフGの彩色数を表す.

Theorem 1は「グラフGの boxicityが最大 boxicityに近ければ, Gの彩色数も大きくなること」

を示している. これまでに多くの研究者が良く知られたグラフの boxicityの上界・下界を調べ, 計

算したが, boxicityを大きくするグラフの構造に関する情報は多くない. 本講演の目的は, boxicity

を大きくする新たなグラフの構造を紹介することである. その一つは文献 [3]で紹介されたグラフ

の generalized Mycielski’s constructionである.

∗Interdisciplinary Faculty of Science and Engineering, Shimane University, Shimane 690-8504, Japan.
E-mail address: kamibeppu@riko.shimane-u.ac.jp

This work was supported by Grant-in-Aid for Young Scientists (B), No.25800091.
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Gをグラフとし, rを 2以上の整数とする. V (G)i (i = 1, 2, . . . , r) を V (G)のコピーとし, viを

V (G)の元 vに対応する V (G)iの元とする. また,

E1 = {u1v1 |uv ∈ E(G)},

Ei = {ui−1vi, vi−1ui |uv ∈ E(G)} (i = 2, 3, . . . , r),

Er+1 = {zur |u ∈ V (G)}

とする. 頂点集合を直和 {z} ∪
r∪

i=1

V (G)i とし, 辺集合を直和
r+1∪
i=1

Ei とするグラフを, G の一般

Mycielskiグラフと呼び, Mr(G)で表す. M2(·)は彩色数が十分に大きい, triangle-freeグラフの構

成のために, Mycielskiが考案した有名なグラフである. V (G)1が誘導するMr(G)の部分グラフは

Gだから, box(Mr(G)) ≥ box(G)がわかる. 次の 2つの主張が本講演のメインである.

Lemma 1 ([4], cf. [2], Corollary 3.6). H1, H2をグラフ Gの補グラフ Gの誘導部分グラフとす

る. 2つのグラフの距離 dG(H1, H2)が 2以上ならば, 次が成り立つ:

box(G) ≥ box(H1) + box(H2).

与えられたグラフGに, Gの頂点ではない新たな 1点xを加えて, (V (G)∪{x}, E(G)∪{xv | v ∈
V (G)})によって定義されるグラフをGの focalizationと呼び，Gf と表す.

Theorem 2 ([4]). グラフGと自然数 nに対して, 次が成り立つ:

box(Mr(G
fn
)) ≥ box(Gfn

) +
⌈n
2

⌉
.

ただし, Gfn
はGに対する n回の focalization

n︷ ︸︸ ︷
(. . . ((Gf )f )f . . .)f を表す.

本講演の最後には, どんな整数 kおよび, どんなグラフH が与えられても, box(G) > kかつ

χ(G) > kを満たすグラフGをH から構成できることを紹介する.
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[1] L. S. Chandran, A. Das, and C. D. Shah, Cubicity, boxicity, and vertex cover, Discrete

Math. 309 (2009) 2488-2496.

[2] M. B. Cozzens and F. S.Roberts, Computing the boxicity of a graph by covering its com-

plement by cointerval graphs, Discrete Appl. Math. 6 (1983) 217-228.

[3] A. Gyárfás, T. Jensen, and M. Stiebitz, On graphs with strongly independent color-classes,

J. Graph Theory 46 (2004) 1-14.

[4] A. Kamibeppu, On the boxicity of generalized Mycielski graphs, submitted.

(http://arxiv.org/abs/1308.2368)
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部分ルート格子の数え上げとスターリング数の一般化

神吉 知博

本講演では，ルート系の部分集合が生成する部分空間の数え上げにおいて，数え上げ組合せ論で基

本的なスターリング数の一般化が現れることを述べる．この講演は，奈良工業高等専門学校の名倉 誠

氏と関東学院大学の大谷信一氏との共同研究に基づいている．

古典的な第 2種スターリング数 S(n, k)は，n個の異なるものを空でない k個の組に分ける分け方

の総数として定義され，次のような性質を持つ（例えば [3], [4]を参照）：

(1) 漸化式

S(n, k) = k · S(n− 1, k) + S(n− 1, k − 1)

(2) 母関数
∞∑

n=0

S(n, k)

n!
xn =

1

k!
(ex − 1)k

(3) 明示式

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

(−1)k+j

(
k

j

)
jn

我々は [2] において，ルート系の部分集合が生成する余次元 1の部分空間で，集合として異なるも

のの個数を数え上げた．そして余次元が 1とは限らない部分空間を数え上げたとき，第 2種スターリ

ング数の自然な一般化が現れることに気が付いた．

本講演では，第 2種スターリング数の一般化を紹介し，その漸化式や母関数，明示式等について述

べ，部分ルート格子の数え上げを行いたい．

時間が許せば Hsu–Shiue [1] による一般化との関連についても紹介したい．
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[1] L. C. Hsu and P. J-S. Shiue, A unified approach to generalized Stirling numbers, Adv. Appl. Math. 20 (1998), no.

3, 366–384.

[2] T. Kamiyoshi, M. Nagura and S. Otani, Counting one-codimensional subspaces generated by subsets of a root

system, Int. J. Algebra 5 (2011), no.12, 591–604.

[3] 成嶋 弘, 数え上げ組合せ論入門, 日本評論社.

[4] R. P. Stanley, Enumerative Combinatorics: vol.1, Cambridge Studies in Advanced Mathematics.

松江工業高等専門学校 数理科学科. email: kamiyoshi@matsue-ct.jp.
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Schmitt–Vogel の補題, 線型代数的手法と算術階数

木村 杏子 (静岡大学大学院理学研究科)1

本講演は, 寺井直樹氏 (佐賀大学) との共同研究に基づく.

K を体とし, S を K 上の多項式環とする. I 6= 0 を S の squarefree monmial

ideal とする. I の 算術階数 (arithmetical rank) ara I とは,√
(q1, . . . , qu) =

√
I (1)

なる元 q1, . . . , qu ∈ S の個数 u の最小値をいう. また, q1, . . . , qu が等式 (1) を満
たとき, これらは I を up to radical に生成する という.

K が代数閉体であるとき, 等式 (1) の関係があれば, I により定義される代数的
集合 V (I) が, u 個の超曲面 V (q1), . . . , V (qu) の共通部分で表せることになる.

一般に, Krull の単項イデアル定理から height I ≤ ara I が成り立つ. 等号が成立
するとき, I は 集合論的完全交叉 であるといわれる. さらに, squarefree monomial

ideal I ⊂ S に対してはS/I の射影次元 pdS S/I が ara I の下限となることが従う
(Lyubeznik). すなわち,

height I ≤ pdS S/I ≤ ara I

が成り立つ. 特に, 集合論的完全交叉イデアルは Cohen–Macaulay イデアルである
ことが従う. ここで, いつ ara I = pdS S/I が成り立つか, また, どのようなイデア
ルが集合論的完全交叉であるか, というのは自然な問いである. これらの問いにつ
いては, Barile, Kummini, Morales, 木村・寺井・吉田等によって研究されている.

[4] において, height 2 のCohen–Macaualy squarefree monomial ideal は集合論
的完全交叉であることが示された. しかし, height 3の Cohen–Macaulay squarefree

monomial ideal の中には ara I > pdS S/I なるものが存在することが Yan [7] によ
り知られている (これは, 体の標数によるものである). では, Cohen–Macaulay 性
よりも強い, Gorenstein 性を仮定した場合ではどうであろうか. 次が本講演の主結
果である.

定理 1. height 3 の Gorenstein squarefree monomial ideal は集合論的完全交叉で
ある.

すなわち, このようなイデアルは 3 個の元で up to radical に生成される.

定理 1 の証明においては, 次の二つの補題を用いる.

補題 2. S を K 上の多項式環とし, I を S のイデアルとする.

(1) f ∈ I とする. f+, f− ∈ S が f+f−, f+ − f− ∈ I をみたすとき, f+, f− ∈
√
I

となる.
1〒 422-8529 静岡市駿河区大谷 836, skkimur@ipc.shizuoka.ac.jp
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(2) I は単項式 m を含むとする. m
(k)
+ ,m

(k)
− (k = 1, . . . , r) を, 次の 4 条件を満た

す S の単項式とする:

(a) k = 1, . . . , r について, m
(k)
+ m

(k)
− は m で割れる;

(b) k = 1, . . . , r − 1 について, m
(k)
+ は m

(k+1)
+ で割れる;

(c) k = 1, . . . , r − 1 について, m
(k)
− は m

(k+1)
− で割れる;

(d) (m
(r)
+ −m

(r)
− )(m

(r−1)
+ −m

(r−1)
− ) · · · (m(1)

+ −m
(1)
− ) ∈ I.

このとき, m
(1)
+ m

(1)
− ∈

√
I である.

補題 3. S を K 上の多項式環とし, I を S のイデアルとする. q1, q2 ∈ I, p1, p2 ∈ S

について (q1, q2) ⊂ (p1, p2) なるとき, S の元を成分にもつ行列 A を用いて(
q1
q2

)
= A

(
p1
p2

)

と表せる. このとき (detA)p1, (detA)p2 ∈ I である.

補題 2 は, 算術階数の研究においてよく用いられる, Schmitt–Vogel の補題 [6,

Lemma, p. 249] から従うものである. 補題 3 は線型代数的考察に基づく. 算術階
数の研究へのこの手法の導入は Barile [1] によりなされ, [2, 3, 4] 等によって発展
されてきた. 本講演では, これらの手法の紹介に重点をおく.

参考文献
[1] M. Barile, Arithmetical rank of Stanley–Reisner ideals via linear algebra, Comm.

Algebra 36 (2008), 4540–4556.

[2] M. Barile and N. Terai, Arithmetical ranks of Stanley–Reisner ideals of simplicial
complexes with a cone, Comm. Algebra 38 (2010), 3686–3698.

[3] M. Barile and N. Terai, The Stanley–Reisner ideals of polygons as set-theoretic
complete intersections, Comm. Algebra 39 (2011), 621–633.

[4] K. Kimura, Arithmetical rank of Cohen–Macaulay squarefree monomial ideals of
height two, J. Commut. Algebra 3 (2011), 31–46.

[5] K. Kimura and N. Terai, Arithmetical rank of Gorenstien squarfree monomial ideals
of height three, in preparation.

[6] T. Schmitt and W. Vogel, Note on set-theoretic intersections of subvarieties of
projective space, Math. Ann. 245 (1979), 247–253.

[7] Z. Yan, An étale analog of the Goresky-Macpherson formula for subspace arrange-
ments, J. Pure Appl. Algebra 146 (2000), 305–318.
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グラフの二次トーリックイデアルと二次グレブナー

基底

鹿間　章宏 (大阪大学大学院情報科学研究科)

1. グラフのトーリックイデアルとそのグレブナー基底

G を頂点集合 [n] = {1, 2, . . . , n} を持つ有限連結単純グラフとする。ただし、単純と
はループや多重辺を持たないグラフのことである。さらに、 G の辺集合を E(G) =

{e1, e2, . . . , ed} とする。K を体とし、 K[t] を体 K 上の n 変数多項式環とする。e =

{i, j} ∈ E(G) であるとき、 te は二次単項式 titj ∈ K[t] であると定義する。

定義 1 G の edge ring とは、 K[t]の部分環で、K[G] = K[te1 , . . . , ted ] で定義される

ものである ([3])。

d 変数多項式環 K[x] を K[x] = K[x1, . . . , xd] で各 xi の次数が 1 であるものとする。

環の準同型 π : K[x]→ K[G] をπ(xi) = tei (1 ≤ i ≤ d) とおくことで定義する。

定義 2 G のトーリックイデアル ( toric ideal ) IG を、写像 π の核で定義する。

IGの生成系は 二項式 u− v から成ることが知られている ([1, Corollary 4.3])。ただし、

u, v は同じ次数の単項式で、π(u) = π(v)となるものである。

本研究では、K[G] と IGの間の以下の性質の関係について注目した。

(i) IG が 二次二項式で生成される。

(ii) K[G]がKoszulである。

(iii) IGは二次グレブナー基底を持つ。(すなわち、生成元が二次二項式から成るよう

なグレブナー基底が存在する。)

(iii)⇒(ii)⇒(i) は真である。また、(i)⇒(ii)の反例も知られている ([3])。グレブナー基

底のもっと基本的な性質については、詳しくは [2]を参照するとよい。

有限連結単純グラフで以下の性質 (⋆)を持つグラフについて、研究成果を述べる。

(⋆) IG は二次二項式で生成されるが、 IGは二次グレブナー基底を持たない。

有限連結単純グラフ G が、(⋆)-minimalであるとは、G が性質 (⋆) を持ち、かつG の

誘導部分グラフで (⋆) を満たすものが存在しないときに言う。(⋆)-minimalなグラフの

例は、[3, Example 2.1]で取り上げられている。

2. (⋆)-minimalなグラフの無限列

定義 3 有限連結単純グラフGで頂点集合 [n]を持つものを考える。頂点集合 [n]を持

ち、Gの辺でない任意の 2頂点の組を辺集合として持つグラフを、Gの補グラフとい

い、Gとあらわす。

本研究は大杉英史氏 (立教大), 西山絢太氏 (静岡県立大), 日比孝之氏 (大阪大)との共同研究に基づく結
果である。
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定義 4 有限連結単純グラフ G で頂点集合 V (G) = [n] と頂点集合 E(G) を持つもの

を考える。グラフ G の suspension とは、頂点集合 [n+ 1] を持つグラフで、辺集合が

E(G)∪{{i, n+ 1} | i ∈ V (G)}であるものをいう。グラフ G の suspensionを Ĝと表す。

以下の定理を得た ([4])。

定理 5 Gを頂点集合 [n]を持つグラフで、その補グラフGが長さ 5以上のサイクルで

あるならば、Ĝは (⋆)-minimalである。すなわち、Ĝは以下の3条件を全て満たす。

(i) IĜ が 二次二項式で生成される。

(ii) IĜは二次グレブナー基底を持たない。(すなわち、生成元が二次二項式から成る

ようなグレブナー基底が存在しない。)

(iii) Ĝ の誘導部分グラフで (i)と (ii)を満たすものが存在しない。

定理5により、(⋆)-minimalなグラフの無限列が構成できる。

3. 計算機実験による (⋆)を持つグラフの探索

二次トーリックイデアルを生起するグラフであるか否かをグラフの特徴から判別でき

る ([3])。これを用いて、計算機で性質 (⋆)を持つグラフを探索した。頂点数が少ないも

のから順に探索を開始し、頂点数8以下のグラフについて以下の定理を得た ([4])。

定理 6 頂点数が8以下の有限連結単純グラフで、性質 (⋆)を満たすものの数について、

頂点数ごとに整理すると以下のとおりである。

頂点数 連結なグラフの種類数 性質 (⋆)を持つもの

3 2 0

4 6 0

5 21 0

6 112 1

7 853 14

8 11117 214

参考文献

[1] B. Sturmfels, “Gröbner bases and convex polytopes,”Amer. Math. Soc., Providence, RI,
1996.

[2] JST CREST 日比チーム (編),『グレブナー道場』, 共立出版，2011年.

[3] H. Ohsugi, T. Hibi, Toric Ideals Genereted by Quadratic Binomials, J. Algebra,
208(1999), 509–527.

[4] T. Hibi, K. Nishiyama, H. Ohsugi, A. Shikama, Many Toric Ideals Generated by
Quadratic Binomials Possess No Quadratic Gröbner Bases, J. Algebra, to appear.
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組み合わせ論とホップ代数における “べき写像”

清水 健一∗ (名古屋大学多元数理科学研究科)

1 ホップ代数における “べき写像”

H を体 k 上の代数 (=単位的かつ結合的な多元環)とし, 2つの代数射 ∆ : H → H ⊗k H, ε : H → k およ

び反代数射 S : H → H が与えられていると仮定する。H = (H,∆, ε, S) が次の条件を満たすとき, H はホッ

プ代数 (Hopf algebra)であると言う。任意の h ∈ H に対し, ∆(h) =
∑

i h
′
i ⊗ h′′i と書くとき,∑

i

∆(h′i)⊗h′′i =
∑
i

h′i⊗∆(h′′i ),
∑
i

ε(h′i)h
′′
i = h =

∑
i

h′iε(h
′′
i ),

∑
i

S(h′i)h
′′
i = ε(h)1H =

∑
i

h′iS(h
′′
i ).

写像 ∆, ε, S はそれぞれ H のそれぞれ余積・余単位射・対合射と呼ばれる。Andruskiewitsch–Santos [AS]

によれば, ホップ代数の研究は 2つの源流を持つ。ひとつは代数群の理論であり, もうひとつは代数的トポロ

ジーの理論である。前者の立場からは, ホップ代数とは群上の関数のなす空間の抽象化である。そのようなも

のは代数であると同時に, 元の群の積・単位元・逆元から誘導される構造を持つが, それらがそれぞれ余積・余

単位射・対合射となる。一見分かりにくい上記のホップ代数の公理は, 群における演算の結合性・単位元の性

質・逆元の性質に相当している。

組み合わせ論などにおいては, 対称関数のなすホップ代数などが良く知られている。しかしながら, 本講演

で主に扱うのは, それに比べれば非常に小さい, 有限次元のホップ代数である。群環は, ホップ代数の中で最も

分かりやすいもののひとつであろう。一般に, G を群とすると, その群環と呼ばれる代数 kG が構成される。

これは集合 G を基底として持つが, この基底に関して

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1 (g ∈ G)

で ∆, ε, S を定義すると, kG はホップ代数となる。さて, 各自然数 n に対し, 線形写像 Pn : kG → kG を

Pn(g) = gn (g ∈ G) で定義することができる。我々が興味あるのは, この写像をホップ代数に一般化した

Sweedler power map と呼ばれるものである。

定義. H をホップ代数とするとき, 各自然数 n に対し m(n) : H⊗n → H および ∆(n) : H → H⊗n を

m(n)(h1 ⊗ · · · ⊗ hn) = h1 · · ·hn (hi ∈ H), ∆(1) = idH , ∆(n+1) = (∆(n) ⊗ idH)∆

で定める。Pn = m(n) ◦∆(n) : H → H を, Sweedler power mapと呼ぶ。

もし H = kG が群環ならば, この写像は g 7→ gn (g ∈ G) で定められる線形写像であることを確かめよ。
写像 Pn (あるいはその類似物)は有限次元ホップ代数の研究において非常に重要であり, 例えば有限次元準三

∗ 日本学術振興会特別研究員 (PD). e-mail: x12005i@math.nagoya-u.ac.jp.

本研究は日本学術振興会特別研究員奨励費 (24・3606)の助成を受けて行われている。
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角ホップ代数 (特に Drinfeld double)から得られる組みひも群の表現の研究や, 有限次元ホップ代数の重要な

不変量である Frobenius-Schur indicator の計算において現れる。しかしながら, 一般にこの写像の計算はそ

う簡単ではない。本講演では, 講演者の論文 [Shi] の中から, Taft algebra と呼ばれる種類のホップ代数に対

する Sweedler power map の計算結果と, その組み合わせ論との関連について述べたい。

2 Taft algebra における “べき写像”の計算例

以降, 基礎体 k は標数 0 の代数閉体であると仮定する。N > 1 を自然数とし, 1 の原始 N 乗根 ω をひとつ

固定する。Taft algebra T (ω) は, 生成元 x, g とその間の関係式 gN = 1, xN = 0, gx = ωxg で定義される

代数である。代数射 ∆ : T (ω)→ T (ω)⊗ T (ω), ε : T (ω)→ k および反代数射 S : T (ω)→ T (ω) を

∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −g−1x, ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1

で定めると, T (ω) は N2 次元のホップ代数となる。さて, q を不定元とする。q-二項係数を(
m

r

)
q

= qr
(
m− 1

r

)
q

+

(
m− 1

r − 1

)
q

if 0 ≤ r ≤ m,
(
m

r

)
q

= 0 otherwise

で定め, {
L

a,m

}
q

=
∑

j1+···+jm=a

qj
2
1+···+j2m

(
L

j1

)
q

(
j1
j2

)
q

· · ·
(
jm
jm−1

)
q

(1)

とおく。実はこの関数は, Warnaar [Wa] が “(m,m + 1;L, a)-admissible partition” と呼んでいる種類の分

割の母関数となっている。ここで紹介したい結果は, T (ω) における Sweedler power map は上の関数 (1)を

用いて表すことができるというものである。

定理 ([Shi]). 任意の整数 r, s (0 ≤ r < N , 0 ≤ s < N) に対し,

Pn(x
rgs) =

r(n−1)∑
a=0

{
N

a, n− 1

}
ω

ωasxrga+ns. (2)

式 (2)は非常に直接的かつ煩雑な計算によって証明されているが, 最終的な結果から鑑みれば, 組み合わせ

論的な立場からの見通しのよい証明があるのではないかと期待される。いずれにしろ, この結果により, Taft

algebra における Sweedler power map の計算を組み合わせ論的に意味を持つ関数である (1)の q = ω にお

ける値の計算に帰着させることができる。また, 逆にホップ代数の理論を用いて写像 Pn たちの間の関係を調

べ, それを用いて (1) の q = ω における値を調べることもできると期待される。

参考文献

[AS] N. Andruskiewitsch and W. F. Santos. “The beginnings of the theory of Hopf algebras”. Acta Appl.

Math. 108 (2009), 3–17.

[Shi] K. Shimizu. “On indicators of Hopf algebras” (arXiv:1106.2936).

[Wa] S. O. Warnaar. “The Andrews-Gordon identities and q-multinomial coefficients”. Comm. Math.

Phys., 184(1):203–232, 1997.
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ホフマングラフとグラフの階層構造

谷口 哲至 (松江工業高等専門学校, tetsuzit@matsue-ct.ac.jp)

1 はじめに

ライングラフの最小固有値が −2以上であるこ
とは良く知られている。これにより、最小固有値

によるグラフの階層構造を知ろうという問題が自

然と生じるのだが、(良く知られている)ライング

ラフの構成法では最小固有値が −2よりも小さい
グラフを構成する事はできない。そこで R. Woo

と A. Neumaier [3]は、グラフの「辺」を「点」で

置き換えるという単純な作業であるライングラフ

の構成法を高度に一般化し、最小固有値が−2より
も小さいグラフの構成法を定式化した。[3]では、

最小固有値 −1 −
√
2以上のグラフが分類されて

いる。それには (9種類の)ホフマングラフと呼ば

れる特別なグラフ達の和の概念が用いられており、

そこにホフマングラフの既約性と共にルート系と

の関わりも生じる。これこそ最小固有値によるグ

ラフの階層構造を解明する道であり、更に階層を

降りる為にもっと多くのホフマングラフを知る必

要がある。これらのことについて、宗政昭弘氏1、

J. Koolen氏2、佐野良夫氏3、G. Greaves氏1らと

共同で進めている。

2 ホフマングラフ

定義 2.1. 条件 (i)、(ii)を満たすグラフH = (V,E)

とラベリング µ : V → {f, s}とのペアH = (H,µ)

をホフマングラフという:

(i) ラベル f の総ての頂点は、少なくとも一つラ

ベル sの頂点と隣接する;

(ii) ラベルが f の頂点は互いに非隣接である。

1東北大学大学院 情報科学研究科
2中国科学技術大学/浦項工科大学
3筑波大学 システム情報系

ラベル sの頂点を slim 頂点と呼び、それらか

ら成るHの頂点集合を V s(H)で表す。また、ラベ

ル f の頂点を fat 頂点と呼び、それらから成る H

の頂点集合を V f (H)で表す。また、どの slim頂

点も、ある fat頂点と隣接するとき、Hを fat-ホフ

マングラフと呼ぶ。更に、ホフマングラフの固有

値を次で与える [3]:

定義 2.2. Aを次の様なホフマングラフ Hの隣接

行列とする:

A =

(
As C

CT O

)
但し、Asは slim頂点の隣接関係を表し、Cは slim

頂点と fat頂点の隣接関係を表す。ここで、実対

称行列B(H) = As−CCT の固有値をHの固有値

と呼ぶ。

定理 2.3 (Hoffman [1]). H をホフマングラフと

する。更に Γn を、各 fat頂点 f を slim n-clique

K(f)で置き換え、f の総ての隣接点とK(f)の総

ての頂点を互いに辺で結ぶことで Hから得られる

グラフとする。このとき、以下二式が成り立つ:

λmin(Γ
n) ≥ λmin(H) (1)

lim
n→∞

λmin(Γ
n) = λmin(H) (2)

特に、任意の ϵ > 0に対し、Γnを誘導部分グラフ

として含む総ての slim グラフ∆が

λmin(∆) ≤ λmin(H) + ϵ.

を満たすように、自然数 nをとれる。

定理 2.3から、ホフマングラフとはグラフの最

小固有値における極限構造であり、Woo氏、Neu-

maier氏 [3]らは上手く導入したと言えよう。

20



3 ホフマングラフの表現

グラフの最小固有値を考える時に、よく知られ

た構造（ルート格子等）上で議論を展開する為に、

Woo氏、Neumaier氏 [3]らはホフマングラフの表

現を導入した。これに少し手を加え、以下の新し

い表現を導入する。

定義 3.1. ホフマングラフHと正の整数 nに対し、

以下を満たす写像 ϕ : V s(H) → Rn をノルム m

の被約表現と呼ぶ:

(ψ(x), ψ(y)) =


m− |Nf

H(x)| if x = y;

1− |Nf
H(x, y)| if {x, y} ∈ E(H);

−|Nf
H(x, y)| その他.

但し、Nf
H(x)は xと隣接する fat頂点の集合を表

し、Nf
H(x, y)は x, yの両方に隣接する fat頂点の

集合を表す。更に、{ψ(x) | x ∈ Vs(H)}で生成さ
れる格子を Λred(H,m)で表す。

これで最小固有値が−2を下回った時にも、ルー
ト格子の理論を用いる事が出来るようになった。

4 ホフマングラフの和

定義 4.1. Hをホフマングラフとし、H1、H2(̸= ∅)
を Hの二つの誘導部分グラフとする。以下の条件

を満たすとき、Hは H1 と H2 の和であると言い、

H = H1 ⊎ H2 で書き表す:

(i) V (H) = V (H1) ∪ V (H2);

(ii) V s(H) = V s(H1) ∪ V s(H2),

V s(H1) ∩ V s(H2) = ∅;

(iii) x ∈ V s(Hi), y ∈ V f (H), {x, y} ∈ E(H)

=⇒ y ∈ V f (Hi);

(iv) x ∈ V s(H1), y ∈ V s(H2) =⇒ |Nf
H(x, y)| ≤

1 ∧ (|Nf
H(x, y)| = 1⇐⇒ {x, y} ∈ E(H)).

Hがホフマングラフ H1、H2(̸= ∅)で H = H1 ⊎H2

と表されるなら、Hは分解可能であるという。非

連結なホフマングラフは明らかに分解可能である。

これより、ホフマングラフの既約性の概念が生

じる。これまでに得た成果の１つを紹介する。

定理 4.2 ([2]). Hを分解出来ない fat-ホフマング

ラフで、V s = V s(H)、最小固有値が−3以上とす
る。このとき、総ての slim頂点は高々3個の fatと

隣接する。更に、以下の主張が成立する:

(i) ∃x ∈ V s (|Nf
H(x)| = 3) =⇒ H ∼= H(3)

(ii) ∀x ∈ V s (|Nf
H(x)| ≤ 2) ∧ ∃x ∈

V s (|Nf
H(x)| = 2) =⇒ ∃n ≥ 0

(Λred(H, 3) ≃ Zn)

(iii) ∀x ∈ V s (|Nf
H(x)| = 1) =⇒ Λred(H, 3): 既

約ルート格子.

但し、H(3) は slim頂点が 1つで、3つの fat頂点

をその隣接点に持つホフマングラフである。

5 最後に

現在、定理 4.2の分類を元に、最小固有値が−3
より大きなグラフの特徴付けを与える研究を行っ

ており、(ii)について成果を得ている（未出版）。

(iii)については、未だ結果は得ていないが進行中

である。最小固有値が −3に等しい時は、その特
徴付けは難しいと考えられているが、ホフマング

ラフと関係の深い辺符号グラフの分類から、何か

得られないか模索中である。

参考文献
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√
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半順序集合より構成されるGray Codeの例につ

いて

盛岡大学 冨江雅也

tomie@morioka-u.ac.jp

Gray Codeとは大まかに言えば組合せ論的対象を隣接する元たちの違いを
なるべく小さくなるように列挙したものである。より正確には隣接するものの

ハミング距離が対象のサイズによらない定数以下となるような列挙を指す。隣

接する元たちの違いを小さくすることは、対象の高速列挙つながり、計算機科

学の方面からも注目されている。1953年 Frank GrayによるBinary Wordの列
挙から始まり、1980年ごろ、Wilfにより Combinatorial Gray Codeという用
語が導入され、系統的な研究が始まった。特に個数を定めた部分集合、2分木、
半順序集合の Linear Extensions、Coxeter Group達に対して Gray Codeの構
成がなされている。これらの経緯は 1996年に Savageの survey論文 [1]にまと
められている。

Savageの論文にあるようにGray Codeを与える問題は本質的にグラフにお
けるハミルトン経路を求める問題と等価であり、統一的に構成する一般論につ

いてはほとんど知られていない。ゆえに個々のGray Codeの構成はこの問題に
関する具体的な情報を与えるという意味において面白い問題であると思われる。

組合せ的対象の間には多くの全単射が知られている、が一般にそれらの対応

はGray Codeの構造は保たないことが観察されており、そこが問題の難しい点
であり面白いところでもある。例えば互いの全単射が具体的によく知られてい

る Catalan Objectsにおいても一方の Gray Codeは他方の Gray Codeを構成
することにはならないのである。

また先にも述べたとおり本質的にハミルトン経路を求める問題である以上、

Gray Codeを持つ非自明な例をたくさん構成することも意義のある現実的なア
プローチのように思える。以上の観点から本講演においてはGray Codeの定義
を与えいくつかの具体例を述べたのち、最近講演者によって得られた半順序集

合からつくられるGray Codeおよびその性質について紹介したい。

References

[1] Carla Savage, A Survey of Combinatorial Gray Codes, SIAM Review,
v.39 n.4, p.605-629, Dec. 1997.
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加法凖同型暗号の再帰的な構成について

縫田 光司（ぬいだ こうじ）

産業技術総合研究所 セキュアシステム研究部門
次世代セキュリティ研究グループ

k.nuida[at]aist.go.jp

公開鍵暗号とは、誰もが手に入れられる暗号化のための補助情報（公開鍵）

を利用してメッセージを暗号化するアルゴリズム Encと、受信者だけが知っ

ている復号のための補助情報（秘密鍵）を利用して暗号文を復号するアルゴ

リズム Decの組み合わせのことです（より正確には、「正しく暗号化した暗

号文は正しく復号される」といった当然満たされてほしい条件を課しますが、

そうした細かいことは割愛します。本稿では簡略化を優先していますので、

暗号分野に明るい方は、多少厳密性を欠く表現があっても大目に見てくださ

い）。その特殊ケースの一つとして、凖同型暗号という仕組みが考えられてい

ます。それは、取り得るメッセージの集合M と暗号文の集合 C にそれぞれ

二項演算 ∗M と ∗C が定められていて、暗号化と復号のアルゴリズムが以下
の条件

Dec(Enc(m1) ∗C Enc(m2)) = m1 ∗M m2 for any m1,m2 ∈M (1)

を満たすもののことです。つまり、メッセージ m1 の暗号文と m2 の暗号文

が与えられているとき、元々のメッセージを知らなくてもm1 ∗M m2の暗号

文を作ることができるということです。こうした暗号は、例えば匿名での電

子投票技術への応用（投票者は賛成（1）反対（0）を暗号化して送信し、集

票係が全員分の暗号文の ∗C を計算し、最後に得た暗号文を開票係が復号し
て総賛成数（この場合 ∗M = “+”）を得る）など、様々な情報技術への応用

が期待されています。

本発表で取り扱う加法凖同型暗号は、上の応用例でも現れたように、メッ

セージ集合M が加法群（∗M = “+”）になっているような凖同型暗号のこと

です。代表例としては、Paillier暗号 [1]という方式があります。Paillier暗号

では、二つの異なる素数の積 n = pqを公開鍵、元々の素数 pと qを秘密鍵と

して、以下のように暗号化を行います：

メッセージ集合をM := Z/nZ、暗号文集合を C := (Z/n2Z)×と
する。メッセージm ∈M に対して、Enc(m) := (1 + n)mrn、た

だし rは C のランダムな要素、と定める。
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ここで、∗C を C の積演算と定めると、Paillier暗号は加法凖同型暗号となる

ことが示されます。

この Paillier暗号自体も充分に安全な暗号なのですが、その安全性をさら

に補強するために、以下のような新しい暗号化アルゴリズムを考えます：

整数 1 ≤ ℓ < ∞ をパラメータとし、M は上と同じ、新しい暗

号文集合 C を C := Cℓ とする。ランダムに選んだM の可逆元

a1, . . . , aℓ ∈M×を秘密鍵に、それらの（Paillier暗号での）暗号

文 gi := Enc(ai)（i = 1, . . . , ℓ）を公開鍵に追加し、メッセージ

m ∈M の暗号化を Enc(m) := (g1
s1 ·Enc(0), . . . , gℓsℓ ·Enc(0))と

定める。ただし、(s1, . . . , sℓ)は
∑ℓ

j=1 sj = mとなるM の元の

ℓ-対からランダムに選ぶものとする。

すると、（適切な復号アルゴリズムを選ぶと）この新しい暗号方式は、Paillier

暗号よりもある意味でより安全な加法凖同型暗号である（∗C は直積群の積演
算）ということを、話者らのこれまでの研究 [2]で明らかにしています。

さらに、上の構成法を、「ℓ枚の葉を持つ深さ 1の（根付き）木について、

葉の各々が Paillier暗号に対応し、根が新しい暗号方式に対応する」と看做

した上で、上記の特別な木から一般の木へと再帰的に一般化することができ

ます（各頂点に対応する方式は、一つ下の頂点たちに対応する方式を上記と

同様の仕方で組み合わせたもの）。一方、こうした再帰的な構成法で得られ

る暗号方式について、直接的構成を与えることもできたのですが、その記述

に現れる数学的な構造がどのような意味を持っているのか今のところよくわ

かっていません。本発表では、上記の暗号方式の構成とそこに現れる数学的

構造を紹介し、件の数学的構造の解釈について参加者の皆様と議論すること

を目的とします。

参考文献

[1] P. Paillier, Public-key cryptosystems based on composite degree resid-
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い仮定に基づく加法準同型暗号, 2013年暗号と情報セキュリティシンポジ

ウム (SCIS2013)予稿集, 2013年 1月
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任意の制限がシェラブルである単体的複体とシェリングの拡張可能性

八森正泰　 (筑波大学システム情報系)

本研究は、東京大学の柏原賢二氏との共同研究である。

頂点集合 V 上の (有限)単体的複体 Γにおいて、W ⊆ V に対して、Γ[W ]はW への
制限、すなわち、W 上の Γの面すべてのなす部分複体を指すものとする。単体的複体
において、極大面をファセット (facet)と呼び、また、すべてのファセットが同じ次元の
とき、その単体的複体は純 (pure)であるという。面 σ に対して、σ は σ とその面全体
の集合を表すものとする。単体的複体 Γの k次元純骨格 (k-dimensional pure skeleton)
purek(Γ)は、Γの k次元面およびその面のなす部分複体のことをいう。purek(Γ)は純な
単体的複体である。
単体的複体 Γ がシェラブル(shellable) であるとは、Γ のファセットをある順番

σ1, σ2, . . . , σt に並べ、各 i ≥ 2に対して「(
∪i−1

j=1 σj) ∩ σi が (dimσi − 1)次元で純で
ある」(∗)ようにできることをいう。(ここでは、[2]の nonpure shellabilityの定義をとっ
ており、純でない単体的複体もシェラブルでありえることに注意する。) このファセッ
トの順番をシェリング(shelling)という。
ある与えられた単体的複体がシェラブルであるかどうかを判定する、つまり、シェリ

ングが存在するかどうかを判定することは、一般的には難しい問題である。1次元の場
合、または、擬多様体というクラスの場合は 2次元の場合には、簡単に判別することが
可能であるが、一般に 2次元以上の単体的複体がシェラブルであるか否かを判別する効
率のよいアルゴリズムは知られていない。(計算量クラスは特定されていないが、NP完
全であることが予想される。)
シェリングを見つけ易い単体的複体のクラスとして、拡張的にシェラブル、という概

念が考えられている。単体的複体 Γが拡張的にシェラブル(extendably shellable)である
とは、Γのファセットの任意の (∗)を満たす部分列 (＝部分シェリング) σj1 , σj2 , . . . , σjk

に対して、シェリング σj1 , σj2 , . . . , σjk
, . . . , σjt を見つけることができることをいう ([4])。

(注：拡張的シェラブルな単体的複体は必ず純である。)拡張的にシェラブルという概念は
非常に強い概念であり、1次元の純でシェラブルな単体的複体は (ほぼ)自明に拡張的に
シェラブルであるが、2次元以上の純でシェラブルな単体的複体で拡張的にシェラブルで
はない例は種々知られている ([1, Ex.7.37]の例など)。例えば、図 1の例は拡張的にシェ
ラブルでないがシェラブルである 2次元の単体的複体の例で、左の順番で部分シェリン
グを作ると、これ以上シェリングを拡張することはできない。右の順番で全体のシェリ
ングを構成することができる。(図中、同じラベルの頂点は同一視する。矢印に沿って、
3組の 2辺を同一視することになる。)

aa bc

b

c

b

1
2

3
4

5
6

aa bc

b

c

b
6

1
2

3
45

9

10

8

11
12

13

7

Figure 1: 拡張的にはシェラブルでない例
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最初に定義された Danaraj and Kleeの論文 [4]では、2次元球面および球体の三角
形分割は拡張的にシェラブルであることが示され、その後、Björner and Eriksson [3]に
より、ランク 3の (=2次元の)マトロイド複体が拡張的にシェラブルであることが示さ
れている。
マトロイド複体とは、代表的な組合せ構造の一つであるマトロイドの独立集合族の

なす単体的複体のことである。このマトロイド複体は、任意の頂点部分集合への制限が
純である、という性質によっても特徴付けられる単体的複体である。(したがって、マト
ロイド複体は純である。) マトロイド複体はシェラブルであることが知られており、ま
た、マトロイド複体の制限は再びマトロイド複体であるため、マトロイド複体は任意の
制限がシェラブルであるという性質を持っている。([1]参照。)
本発表では、この、任意の頂点部分集合への制限がシェラブル、という性質に焦点

を当てる。(この概念は、シェラビリティーのオブストラクション ([7])との関連の中で、
[5]でも扱われている。) これは、上述のように、マトロイド複体の一般化概念にあたる。
任意の制限がシェラブルという概念も、拡張的にシェラブルという概念同様、シェラブ
ルという性質を強めたものであるので、この 2つの概念の関係は自然な疑問である。本
発表では、次の定理を紹介する。

定理 1. 2次元の単体的複体 Γの任意の頂点部分集合への制限がシェラブルなら、その
2次元純骨格 pure2(Γ)は拡張的にシェラブルである。

この結果は、特に、2次元の純な単体的複体において、任意の頂点部分集合への制限
がシェラブルであるものは拡張的にシェラブルであるということを示し、上述のBjörner
and Erikksonの結果を強めたものとなっている。

この結果の高次元化に関しては、次の結果が重要な反例を与える。

定理 2. (Tracy Hall [6]) 12次元十字多面体の境界複体は拡張的にシェラブルではない。

この反例が与えている単体的複体は 11次元のマトロイド複体でもあり、したがって、
任意の制限がシェラブルな単体的複体となっている。つまり、11次元になると定理 1に
は反例があることが分かる。定理 1の主張が何次元まで成立するのか？（もしくは、最小
の反例の次元は何次元か？）は未解決な問題である。
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Cameron–Walkerグラフの可換環論的性質

大阪大学大学院情報科学研究科　　東谷　章弘
Email : a-higashitani@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp

本講演は、日比孝之氏・木村杏子氏・Augstine O’Keefe氏との共同研究に基づく。
本講演では、Cameron–Walkerグラフと呼ばれるグラフを定義し、そのグラフに付随するエッジ

イデアルの可換環論的性質をグラフの言葉で議論する。

Gを有限単純グラフとし、その頂点集合を V (G)、辺集合を E(G)とする。

• M ⊂ E(G)がGのマッチングであるとは、任意の２つの相異なる辺 e, e′ ∈ M に対し、e∩e′ = ∅
を満たすもののことである。Gのマッチング数m(G)とは、

m(G) = max{|M | : M ⊂ E(G) は Gのマッチング }

のことである。

• M ⊂ E(G)が Gの誘導マッチングであるとは、任意の２つの相異なる辺 e, e′ ∈ M に対し、

e∩ f 6= ∅かつ e′ ∩ f 6= ∅を満たす f ∈ E(G)が存在しないものの事である。Gの誘導マッチン

グ数 im(G)とは、

im(G) = max{|M | : M ⊂ E(G) は Gの誘導マッチング }

のことである。

グラフに関するこれらの不変量について、次のようなことが知られている。

定理 1 ([1, Theorem 1]). 有限連結単純グラフ Gが im(G) = m(G)を満たす必要十分条件は、Gが

K1,n またはK3 または次のような構造を持つグラフと一致することである：

頂点の分割 [n] t [m]を持つ連結二部グラフに対し、

[n]の頂点それぞれには少なくとも１つの leaf edgeがあり、 (1)

さらに、[m]の頂点のそれぞれにいくつかの pendant trianglesを許す。

有限連結単純グラフで (1)のような構造を持つグラフをCameron–Walkerグラフと呼ぶことに

する。例えば、次のような２つのグラフは Cameron–Walkerグラフである。

連結二部グラフ

leaf edge

pendant triangle

図 1: Cameron–Walkerグラフ
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S = K[x1, . . . , xn]を体K 上の n変数多項式環とする。頂点集合 [n] = {1, . . . , n}上の有限グラフ
Gに対し、Gのエッジイデアル I(G)とは、

I(G) = ( xixj : {i, j} ∈ E(G) ) ⊂ S

で定義される S の単項式イデアルである。エッジイデアルに関する研究課題として、S/I(G) の
Castelnuovo–Mumford regularity reg(S/I(G))の計算が挙げられる。（可換環論に関する用語
は [4]などを参照されたい。）

S/I(G)の regularityについて、[5, Lemma 2.2]及び [3, Theorem 6.7]によって次のようなことが
知られている：

im(G) ≤ reg(S/I(G)) ≤ m(G).

つまり、Cameron–Walkerグラフの regularityはグラフの言葉で簡単に求めることが出来る。

本講演では、Cameron–Walkerグラフにおけるその他の環論的不変量や環論的性質について議論
する。具体的には、Cohen–Macaulay性や sequentially Cohen–Macaulay性、射影次元につ

いて議論する。

• Gの頂点被覆とは、C ⊂ V (G)で任意の辺 e ∈ E(G)について C ∩ e 6= ∅となるもののことで
ある。

• Gが非混合的であるとは、全ての極小頂点被覆が同じ濃度を持つ時に言う。

• GがCohen–Macaulayであるとは、G/I(G)が Cohen–Macaulayである時に言う。一般に、
Gが Cohen–Macaulayであるならば、Gは非混合的であるが、逆は一般には成立しない。

• Gが sequentially Cohen–Macaulayであるとは、G/I(G)が sequentially Cohen–Macaulay
である時に言う。一般に、GがCohen–MacaulayであるならばGは sequentially Cohen–Macaulay
であるが、逆は一般には成立しない。

次の２つの定理は、本講演における主結果である。

定理 2. Gを Cameron–Walkerグラフとする。このとき、次の３条件は同値である。
(i) Gは非混合的である。

(ii) Gは Cohen–Macaulayである。

(iii) Gは頂点の分割 [n]t [m]を持つ連結二部グラフ、及び、[n]の各頂点に丁度１つずつの leaf edge、
及び、[m]の各頂点に丁度１つずつの pendant triangleを持つCameron–Walkerグラフである。

定理 3. Gを Cameron–Walkerグラフとし、間の連結二部グラフの部分が完全二部グラフであると
仮定する。このとき、Gは sequentially Cohen–Macaulayになる。
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[3] H. T. Hà and A. Van Tuyl, Monomial ideals, edge ideals of hypergraphs, and their graded Betti
numbers, J. Algebraic Combin. 27 (2008), 215–245.

[4] J. Herzog and T. Hibi, “Monomial Ideals,” GTM 260, Springer–Verlag, 2010.

[5] M. Katzman, Characteristic-independence of Betti numbers of graph ideals, J. Combin. Theory,
Ser. A 113 (2006), 435–454.
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グラフの安定集合に付随するトーリック環が
強Koszulになるための必要充分条件について

松田 一徳 (立教大学・JST CREST)∗

概 要
グラフ G の安定集合 QG に付随するトーリック環 k[QG] が強 Koszul に
なるための必要充分条件を与える．

1. 準備
G を n 点単純グラフとし，その頂点集合を V (G) = [n], 辺集合を E(G) とする．
S � V (G) が 安定的 (または独立)であるとは，任意の相異なる i, j ∈ S に対し,

{i, j} 6∈ E(G) を満たすときをいう．空集合 ∅ も安定的とみなすことに注意する．
QG = {S � V (G) | S は stable } を G の 安定集合 といい，

k[QG] := k[T ·
∏

i∈S Xi | S ∈ QG] � k[T, X1, . . . , Xn]

と定める．
本講演の主結果は以下の通りである．

Theorem 1.1 ([M]). グラフ G に対し，以下は同値:

1. k[QG] は強 Koszul である．

2. グラフ G は trivially perfect である.

以下，未定義用語の説明を行う．

2. 強 Koszul 環
k を体とし，R を k 上の次数付き環とする．m = R+ を R の斉次極大イデアルとする．

Definition 2.1 ([HeHiR]). 次数付き環 R が 強Koszul であるとは，m が以下の条件
を満たす極小生成系 {u1, . . . , ut} を持つときをいう：

{u1, . . . , ut} の任意の部分列 ui1 , . . . , uir (i1 � · · · � ir) と任意の 1 � j � r − 1 に
対し，(ui1 , . . . , uij−1

) : uij は {u1, . . . , ut} の元の部分集合で生成される．

上記の定義はやや複雑であるが，強 Koszul 性を語る上では，以下の同値条件が本質
的である．

Proposition 2.2 ([HeHiR, Theorem 1.2]). R が m = R+ の極小生成系 {u1, . . . , ut}
に関して強 Koszul であることと，{u1, . . . , ut} の任意の部分列 {ui1 , . . . , uir} に対し，
R/(ui1 , . . . , uir) は linear resolution をもつこととは同値である．

本研究は JST CREST の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 05E40
キーワード：stable set polytope, strongly Koszul, trivially perfect graph
∗〒 171-8501東京都豊島区西池袋 3-34-1 立教大学 理学部
e-mail: matsuda@rikkyo.ac.jp

29



次数付き環RがKoszulであるとは, k = R/m が linear resolution をもつときを言う
のであった．以下の結果から，強 Koszul は Koszul であることがわかる．
主定理の証明に用いる先行結果を述べておく．

Theorem 2.3 ([HeHiR, Proposition 2.1]). R = k[S] を半群 S から作られる半群環と
する．{u1, . . . , ut} を m = R+ の生成系で，S の生成系とそれぞれ対応しているよう
なものとする．
このとき，R が強 Koszul ならば，{u1, . . . , ut} の任意の部分列 {ui1 , . . . , uir} に対

し，R/(ui1 , . . . , uir) も強 Koszul となる．
この定理より，以下の事実が系として導かれる．

Corollary 2.4. k[QG] が強Koszulならば，G の任意の誘導部分グラフ GW に対し，
k[QGW

] も強 Koszul である．

3. trivially perfect graph

Trivially perfect graph はその名の通り理想グラフの一種であるが，後で述べるように
比較可能グラフでもある．
Definition 3.1. グラフ G に対し，

α(G) := max{|S| | S ∈ QG},

m(G) := |{Gの極大クリーク全体の集合}|

と定める．α(G) を独立数または安定数という．
一般に α(G) � m(G) が成り立つ．このことを踏まえ，Golumbic は trivially perfect

というグラフのクラスを定義した [G]．
Definition 3.2 ([G]). Gが trivially perfectであるとは，任意の誘導部分グラフ GW

に対し α(GW ) = m(GW ) が成り立つときをいう．
主定理の証明では，Golumbic およびWolk[W] による trivially perfect graph の特徴

付けを用いる．
Theorem 3.3 (see [G, Theorem 2], [W]). グラフ G に対し，以下は同値:

1. G は trivially perfect.

2. G は木型ポセットから作られる比較可能グラフ．

3. G は C4 および P4 を誘導部分グラフとして含まない．

参考文献
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86(2000), 161–178.
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trivially perfect graphs, to appear in Journal of Algebra and its Applications.
[W] E. S. Wolk, The comparability graph of a tree, Proc. Amer. Math. Soc., 13(1962), 789–
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Birman-Ullman のアルゴリズムを用いた

正整数の倍数全体の構文解析

松原 俊一 ∗

文脈自由文法を G = (Γ,Σ, P, S) で定義する．ただし Γ を非終端記号の有限集合，Σ は終端記号の有限集

合，P を A→ α(A ∈ Γ, α ∈ ((Γ
∪
Σ)∗|(Γ

∪
Σ)∗)∗) の形で表される規則の有限集合，S ∈ Γ は開始記号とす

る．文脈自由文法 G の大きさ |G|を |G| =
∑

A→α∈P (|α|+ 1) で定義する．ただし A ∈ Γ, α ∈ (Γ
∪

Σ)∗ と

する．|α| は記号列 α の長さを表す．

文脈自由文法 G が与えられたとき，Birman-Ullman のアルゴリズム [1] アルゴリズム 1 で定義する．た

だし B,C,D を非終端記号，z を終端記号または空語としたとき，すべての A ∈ Γ について，A→ BC | D
または A→ z の一方の形の規則が，ちょうど一つ P に含まれていると仮定する．アルゴリズム 1 において

w は長さ n の終端記号列，$ /∈ Σ は右端記号を表すものとする．1 ≤ j ≤ n に対して w の j 番目の記号を

w[j] と表す．このアルゴリズムでは，入力 w に対して |Γ| × (n+ 1) の構文解析表を生成する．開始記号 S

が 1 行目の非終端記号であるとしたとき，構文解析表の (1, 1) 成分が n ならば構文解析に成功，そうでない

ならば失敗と定義する．

Birman-Ullman のアルゴリズムで構文解析される言語のクラスは，文脈自由言語のクラスとは異なる．

Birman-Ullman のアルゴリズムの長所として，入力長の線形時間で動作する点，非文脈自由言語を構文解析

できる点，共通部分演算で閉じている点が挙げられる．短所として，左再帰的な文脈自由文法を構文解析でき

ない点や和集合演算で閉じていない点などが挙げられる．

定理 1. n を正整数としたとき，言語 L = {w | wは nの非負整数倍の 2進表現 } を Birman-Ullman のアル

ゴリズムで構文解析できる．

証明は文脈自由文法の構成による．

予想. 定理 1 の言語 L について，n に関する対数多項式の大きさの文脈自由文法が存在し，Birman-Ullman

のアルゴリズムで構文解析できる．

n の倍数の判定自体が目的ならば，Birman-Ullman のアルゴリズムを用いずに既に知られている除算のア

ルゴリズム [2]を用いることができる．この定理の動機は，Frobenius の硬貨交換問題 [3] の具体的な問題を

解くためのアルゴリズムを得ることにある．

Frobeniusの硬貨交換問題は nを正整数としたとき，gcd(a1, · · · , an) = 1を満たすような正整数 a1, · · · , an
について，非負整数の結合では表現できない整数の最大を求める問題である．この問題について，理論的には

入力長の多項式時間で解けることが知られているが，実装できそうな多項式時間のアルゴリズムは提案されて

いない．既に実装されているアルゴリズムでは問題を解くのに指数時間かかる．Birman-Ullman のアルゴリ

ズムを用いることにより，実際の硬貨交換問題への適用が容易な多項式時間アルゴリズムの発見を今後進めて

いく．

∗ 青山学院大学理工学部，matsubara@it.aoyama.ac.jp
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Algorithm 1 Birman-Ullman のアルゴリズム [1]

1: procedure BU(w$)

2: for j ← n+ 1 to 1 do

3: for 各 A→ z ∈ P do

4: Aが i 行目の非終端記号であるとする．

5: if z = ε then

6: (i, j) 成分を 0 とする．

7: else if z = w[j] then

8: (i, j) 成分を 1 とする．

9: else ▷ z ̸= w[j] のとき

10: (i, j) 成分を ∞ とする．
11: end if

12: end for

13: while j 列が直前のステップと同じではない do

14: for 各 A→ BC|D ∈ P do

15: Aが i 行目の非終端記号，B が l 行目の非終端記号，(l, j) 成分が m1 であるとする．

16: if m1 ̸=∞ then

17: C が k 行目の非終端記号，(k, j +m1) 成分が m2 であるとする．

18: (i, j) 成分を m1 +m2 とする．

19: else

20: D が l 行目の非終端記号であるとする．

21: (l, j) 成分の値を (i, j) 成分の値とする．

22: end if

23: end for

24: end while

25: end for

26: end procedure

参考文献
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Dynamical braceの構造とDynamical Yang-Baxter map

Diogo Kendy Matsumoto (Waseda univ.)

日本学術振興会特別研究員 DC

e-mail: diogo-swm@akane.waseda.jp

概 要

ユニタリ条件を満たす右非退化な Dynamical Yang-Baxter mapは Dynamical braceと呼ばれる代
数系を用いて構成することができる．この代数系の構造を見直し，性質と構成法について述べる．

1 Dynamical Yang-Baxter maps

Definition 1.1 (Y. Shibukawa[2005])

X,H を空でない集合, ϕ:H ×X → H とする. X ×X からそれ自身への写像 R(λ) (λ ∈ H)が次の方程式を

満たすとき, R(λ)をH,X, ϕに付随する Dynamical Yang-Baxter map(DYB写像)という.

R23(λ)R13(ϕ(λ,X
(2)))R12(λ) = R12(ϕ(λ,X

(3)))R13(λ)R23(ϕ(λ,X
(1))). (1)

ここで R12(λ), R12(ϕ(λ,X
(3))), · · · はX ×X ×X 上で定義された次のような写像である.

R12(λ)(a, b, c) = (R(λ)(a, b), c),

R12(ϕ(λ,X
(3)))(a, b, c) = (R(ϕ(λ, c))(a, b), c), · · · , ∀a, b, c ∈ X.

Definition 1.2 R(λ)をH,X, ϕに付随する DYB写像とする.

1. P : X ×X → X ×X, (a, b) 7→ (b, a)とする．R(λ)(λ ∈ H)が

PR(λ)PR(λ) = idX×X , (∀λ ∈ H 　)

を満たすとき，DYB写像 R(λ)はユニタリ条件を満たすという．

2. R(λ)(a, b) = (Lλ
a(b),R

λ
b (a)) (a, b ∈ X)とする. ϕ : H ×X → H が

ϕ(ϕ(λ, a), b) = ϕ(ϕ(λ,Rλ
b (a)),L

λ
a(b)), (∀λ ∈ H)

を満たすとき, DYB写像 R(λ)はウェイト-ゼロ条件を満たすという.
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2 Dynamical braces

H:空でない集合，A = (A,+, 0):可換群，ϕ : H ×A→ H とする．

Definition 2.1 A上の二項演算の族 {·λ : A×A→ A}λ∈H が下記の条件を満たす時，(A,H, ϕ; +, {·λ}λ∈H)

を Dynamical brace(D-brace)という．

1. (a+ b) ·λ c = a ·λ c+ b ·λ c (右分配則),

2. a ·λ (b ·λ c+ b+ c) = (a ·ϕ(λ,c) b) ·λ c+ a ·ϕ(λ,c) b+ a ·λ c,

3. 写像 γλ(b) : a 7→ a ·λ b+ aは全単射，∀(λ, a, b, c) ∈ H ×A×A×A．

Theorem 2.1 (A,H, ϕ; +, {·λ})を D-braceとするとき，

R(λ)(a, b) := ((γλ(γλ(a)(b)))
−1(a), γλ(a)(b)), (λ, a, b) ∈ H ×A×A,

はユニタリ条件を満たす右非退化な DYB写像を与える.

Proposition 2.1 (A,H, ϕ; +, {·λ})をD-braceとし，ϕ(λ, 0) = λ(∀λ ∈ H)を満たすとする．この時 a∗λ b =
a ·λ b+ a+ bとして

1. a ∗λ (b ∗λ c) = (aϕ(λ,c)b) ∗λ c

2. 0 ∗λ a = a ∗λ 0 = a

が成立する．

D-braceは半直積AoAut(A)のある特殊な部分集合族を組み合わせて構成できることが知られており，こ

れを用いて具体例の構成や組合せ論的な考察が可能である．

参考文献
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グラフの細分のトラックレイアウト 

宮内 美樹 

日本電信電話株式会社 NTT コミュニケーション科学基礎研究所 

E-mail:  miyauchi.miki@lab.ntt.co.jp 

 

頂点集合 V(G)の分割{Vi : 1≤ i≤ t}が G の頂点 t-彩色であるとは，任意の辺 vw∈E(G)に対し

て，v ∈Vi かつ w ∈Vj ならば i j が成り立つときのことを言う． G の頂点 t-彩色{Vi : 1≤ 

i≤ t}の各部分集合 Vi が <iによって順序づけられているとき，順序集合 (Vi, <i) をトラッ

クと呼び，{(Vi, <i) : 1 ≤ i ≤t} を G の t-トラック割り当て と呼ぶ．各部分集合での順序が

わかっているときは，単にトラック割り当てを{ Vi : 1 ≤ i ≤ t}とも表記する． 

トラック割り当て{(Vi, <i) : 1 ≤ i ≤t}において辺 vw の幅とは，i-jのことである．ただし，

v ∈Vi かつ w ∈Vjである． 

トラック割り当てにおける X-交差とは，異なる i と j で v <i x かつ y <j w となるような 

2 辺 vw と xy のことを言う．E(G)の分割{Ei : 1 ≤ i ≤ d} のことを，G の辺 d-彩色と言う．

辺 vw ∈ Ei は色 iに彩色されていると言う．グラフG の (d, t)-トラックレイアウトとは，

G の t-トラック割り当てと，同色の X-交差を持たない G の辺 d 彩色からなるものを言う．

(d, t)-トラックレイアウトを持つグラフのことを (d, t)-トラックグラフという．G が(d, t)-

トラックレイアウトを持つとき，その最小の t を tnd(G)と書く． 

トラックレイアウトについては，Dujmovic と Wood が，任意のグラフ G に対し次の定理を

示した． 

 

定理１．[Dujmovic & Wood] 任意の整数 d>0と任意のグラフGに対して，Gの細分の(d,3)-

トラックレイアウトで各辺が 1+2logd qn(G) 個の細分点を持つようなレイアウトが存在

する．  

 

本論文では 2 部グラフに対してさらに細分点の個数を減らすことを検討し次の定理を示す． 

 

定理２． 任意の２部グラフ Gm,n に対して Gm,n の細分の(d,3)-トラックレイアウトで各辺

がlogd n -1 個の細分点を持つようなレイアウトが存在する．但し，m, n はそれぞれ 

V(Gm,n)の２つの部集合の頂点数で m ≥n とする． 

 

 

35



重心細分の面の個数について

村井　聡 （山口大学　理学部）

本講演では, Cohen–Macaulayな単体的複体の重心細分のh-列は unimodalである,
というBrenti–Welkerらの結果の一般化について話をする. 尚, 本研究は関西大学の
柳川浩二氏との共同研究である.
初めに単体的複体やその f -列, h-列について簡単に紹介する. 整数の集合 [n] =

{1, 2, . . . , n}上の（抽象）単体的複体∆とは, [n]の部分集合の族であって,『F ∈ ∆
かつG ⊂ F ならG ∈ ∆』という条件を満たすもののことである. ここでは便宜上∆
は空集合 ∅を元として含むものと仮定する. 単体的複体∆の元を∆の面という. 整
数 kに対し, fk(∆)で∆の面 F で#F = k + 1となるものの個数を表すとする. 但
し, #F で F に含まれる要素の個数を表すとする. 単体的複体∆の次元とは

dim∆ = max{k : fk(∆) ̸= 0}
のことである. ∆が (d− 1)次元の単体的複体である時, ベクトル

f(∆) = (f−1(∆), f0(∆), . . . , fd−1(∆))

を∆の f -列 (face vector)という. 但し f−1(∆) = 1とする. ∆が (d− 1)次元の単体
的複体である時, ∆の h-列 h(∆) = (h0(∆), h1(∆), . . . , hd(∆)) とは次の関係式で定
義される整数ベクトルである.

hi(Γ) =
i∑

j=0

(−1)i−j

(
d− j

d− i

)
fj−1(Γ) and fi−1(Γ) =

i∑
j=0

(
d− j

d− i

)
hj(Γ).

但し f−1(P ) = 1とする (空集合を−1次元の面と思っている). 関係式により, f -列
を知る事と h-列を知ることは同値であることを注意しておく.
単体的複体 ∆に対し, |∆|でその幾何学的実現を表すとする. 単体的複体 ∆が

Cohen–Macaulayであるとは, 任意の正の整数 k ̸= dim∆及び任意の点 p ∈ |∆|
に対し, Hk(|∆|) = 0かつHk(|∆|, |∆| − p) = 0 を満たす時に言う, 但しHk(−)は
Rを係数とする k番目のホモロジー群を表す. ベクトル (h0, h1, . . . , hk) ∈ Nk+1が
unimodalであるとは, ある自然数 pがあり, h0 ≤ · · · ≤ hp ≥ hp+1 ≥ · · · ≥ hk を満
たす時に言う. 単体的複体の重心細分の h-列に関し, Brenti と Welker [BW]は以下
の結果を証明した.

定理 (Brenti–Welker, 2008). Cohen–Macaulayな単体的複体の重心細分の h-列は
unimodalである.

本講演では上の定理の一般化について考える. 重心細分を考える事は, 組合せ論的
には半順序集合 (poset)の順序複体 (order complex)を考える事に相当する. P を最
小限 0̂を持つ有限半順序集合とする時, その順序複体∆P とは P \ {0̂}の chain全体
からなる単体的複体である. つまり,

∆P = {{σ1, . . . , σk} ⊂ P : 0̂ < σ1 < · · · < σk}
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である. P が多面体的複体や, より一般に, 正則CW-複体の face poset (各面をその
元とし順序が包含関係で定義される poset)である時, P から∆P を構成する操作は
ちょうど複体の重心細分を取る操作に対応する.
最小限 0̂を持つ有限半順序集合 P がCW-posetであるとは, 任意の σ ∈ P \ {0̂}

に対し, subposet [0̂, σ) = {τ ∈ P : 0̂ ≤ τ < σ} の順序複体が球面に同相となる時に
言う. 半順序集合 P が CW-posetである事と, P が正則な CW-複体の face posetに
なることは同値であることが知られている (詳しくは [Ha]等を参照). 特に, 単体的
複体や多面体的複体の face posetは CW-posetである. CW-poset P に対し, ∆P が
Cohen–Macaulayである時, P がCohen–Macaulayであると言うことにする. 以下が
本講演で紹介する主結果である.

定理. Cohen–MacaulayなCW-posetの順序複体の h-列は unimodalである.

正則CW-複体とCW-posetの対応により, 上の定理は, Cohen–Macaulayな有限正
則CW-複体の重心細分の h-列は unimodalである, と言い換える事も出来る.

References

[BW] F. Brenti and V. Welker, f -vectors of barycentric subdivisions, Math. Z. 259 (2008), 849–
865.

[Ha] M. Hachimori, 複体の組合せ論入門,
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Association schemoidと群作用を持つ小圏について

百瀬 康弘∗

信州大学大学院総合工学系研究科

代数的組合せ論における研究対象の 1つとして association schemeがあり今日ま
で様々に研究されている. 今回紹介する association schemoidは信州大学の栗林勝
彦氏によって association schemeを構造を持った小圏として一般化されたもので
ある.

小圏とは簡単に言うと有向グラフに矢の合成と呼ばれる関係や恒等射と呼ばれ
るループがあるものである. 例として群は頂点が 1点で矢が群の元, 矢の合成とし
て群の積, 恒等射は単位元である小圏と言える. また, クイバーも矢を任意の長さ
の道, 矢の合成を道をつなげる操作, 恒等射を長さ 0の道とすれば小圏となる.

また, 群は association schemeとみなせるが, 亜群と呼ばれる群の一般化である
小圏も同様にして association schemoidとみなすことができる. このことは次のよ
うな圏の間の可換図式で表される. 但し, Grは群の圏, ASは association schemeの
圏, Gpdは亜群の圏, ASmdは association schemoidの圏とする.

Gpd
S̃( )−−−−−−−→ ASmdxi

xj
Gr

S( )−−−−−−−→ AS

この意味で, association schemoidは association schemeの自然な拡張であると言
える. しかし, association schemoidの概念はごく最近のものでありまだ開拓の余
地が大いにある.

本講演では, association schemoidと条件を弱めた quasi-schemoidの定義や例, さ
らに次の 3つの事実について話をする.

1. 群作用を持つ集合から association schemeを構成できるのと同様に, 群作用を
持つ小圏 Cからも自然に quasi-schemoid(C, S)を構成できる.

2. 圏論の一般論として,群Gの作用を持つ小圏CがあるとGrothendieck construc-

tionと呼ばれる群の半直積に相当する小圏
∫
G

FCを得ることができる. このと

き, 先で構成した quasi-schemoidの構造 S から (

∫
G

FC, S̃)が quasi-schemoid

となるような構造 S̃を誘導できる.
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3. 任意の群 Gに対して (DG, U)を Gを association schemeとみなすことによ
って得られた quasi-schemoidとする. このとき, quasi-schemoidとして同型

(DG, U) ∼= (

∫
G

FCG , S̃)となるような群作用を持つ小圏 CGが存在する.

参考文献
[1] K. Kuribayashi and K. Matsuo, Association schemoids and their categories.

ArXiv:1304.6883, 2013.
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離散フーリエ変換とその符号理論への応用

渡邊　悠太∗

離散フーリエ変換（以下 DFTと表記する）とは有限群上のフーリエ変換のことであり，デジタル
画像処理，符号理論，グラフ理論といった様々な分野への応用が研究されている．今回の講演では，
特に符号理論への応用に焦点をあてて，符号理論で有名なMacWilliams Identity[1]の DFTを用い
た証明を紹介する．
有限アーベル群 G に対して空間 L2(G) = {f : G → C} を考える．G から乗法群 T = {x ∈

C||x| = 1}への群準同型写像全体を Gの双対群といい Ĝで表す．このとき，G上の DFTとは線形
写像 F : L2(G) → L2(Ĝ)のことで次のように定義される．

Ff(χ) =
∑
a∈G

f(a)χ(a),　　 for χ ∈ Ĝ

DFTでは，反転公式やパーセバルの等式などの連続フーリエ変換と似た性質を持つことが知られて
いて，次のポアソンの和公式もその一つである．

定理 1 (ポアソンの和公式) H ≤ G，H# = {χ ∈ Ĝ|χ(h) = 1 for all h ∈ H}とするとき，

1
|H|

∑
h∈H

f(gh) =
1
|G|

∑
χ∈H#

Ff(χ)χ(g),　　 for g ∈ G

一方で，２進線形符号 C とは Fn
2 の部分ベクトル空間のことであり，その双対符号は C# =

{χa|a ∈ Fn
2 , tau = 0 for all u ∈ C}である．今回の講演では，次の MacWilliams Identityのポア

ソンの和公式を用いた証明を紹介したいと思う．

定理 2 (MacWilliams Identity) wC(x, y) =
∑n

i=0 #{c ∈ C||c| = i}xn−iyi とするとき，

wC#(x, y) =
1
|C|

wC(x + y, x − y)

今回の内容をはじめ，今は有限アーベル群上の DFTについてのみ研究している．今後は，非アー
ベル群に対するDFTへ研究対象を広げ，その性質やその他分野への応用を研究していきたいと思う．
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