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有限グラフの spanning treeの個数を数える方法はKirchhoff’s matrix tree theoremとして知られている。ここ
ではフラクタル的なグラフである pre-Sierpiński gasketの部分グラフ列について、（Kirchhoffの定理でなく）漸化
式を用いてその spanning treeの個数を知る方法を紹介し、ランダムに spanning treeを 1つ選んだときにどのよ
うな統計的性質が得られるかを述べる。この uniform spanning tree modelには loop-erased random walkと深い
関連があるという確率論的な興味があり以下の予稿ではこの観点から説明しているが、講演では確率論にはあま
り立ち入らず spanning treeの個数そのものについて重点的に説明したい。

G = (V,E)が連結な有限グラフであるとする。辺集合 E の部分集合 E
′
によって定まる Gの部分グラフ G

′
=

(V,E
′
)が spanning tree であるとは、G

′
が連結であってかつ cycleを含まないことを言う。下図のように、有限

グラフ列 {Gn = (Vn, En)}n=0,1,2,... の極限図形として 2次元 pre-Sierpiński gasket G∞ = (V∞, E∞)を定義する
（詳細は服部 [H04]などを参照）。我々の（確率論的観点からの）目的は、pre-Sierpiński gasketにおける uniform
spanning tree measureを以下の手順で構成することにある。

• pre-Sierpiński gasket G∞ の有限部分グラフ Gn における spanning treeの一様分布 Pn を考え、

• Gn → G∞ としたときの極限測度 limn→∞ Pn = P∞ の存在を示す。

このように有限部分グラフでの一様分布の極限として uniform spanning tree measureを構成する方法は、Zd な
どにおける構成法と同様のものである。ただし、有限部分グラフで spanning treeについての一様分布を指定し
ても、その極限分布から得られる無限グラフ上の configurationは連結とは限らないことに注意しておく。実際、
Zd、d ≥ 5では連結とはならない（Pemantle[P91]）。一般的に極限分布を uniform spanning treeでなく uniform
spanning forestと称しているのはこのためである。uniform spanning tree (forest) に関する基本事項については、
Benjamini-Lyons-Peres-Schramm[BLPS01] などを参照されたい。

Gn の spanning tree全体の集合を Tn で表す。Tn の元の個数は下記の通り知られている。

Theorem 1 (Teufl-Wagner[TW06],Chang-Chen-Yang[CCY07])
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Tn 上の一様分布 Pn を、ω ∈ Tn に対して Pn({ω}) = |Tn|−1 として具体的に定めることができる。Tn の各
要素 ω は Ωn = {0, 1}En の元とみなす。ここで、ω ∈ Tn, e ∈ En に対して ω(e) = 1（resp.= 0）であるとは、
spanning tree ωに辺 eが含まれている（resp. 含まれていない）ことを意味している。
一般に、有限グラフにおける spanning tree を一様分布に従って選ぶアルゴリズムとして、Wilson の方法

（Wilson[W96]）がよく知られている。このアルゴリズムによれば、Gn の spanning tree を一様分布に従って
選んだときこの tree上での O から an への self-avoiding pathは、O を出発し an に到達するまでの loop-erased
simple random walkの軌跡と考えることができる。この pathの長さを Ln(ω)と表すとき、n → ∞での漸近挙動
として以下のことが成り立つ。（f(n) ∼ g(n)とは limn→∞ f(n)/g(n) = 1であるものとする）
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図 1: 2次元 pre-Sierpiński gasket



Theorem 2
EnLn ∼ K1α

n, VarnLn ∼ K2α
2n.

ここでEn,VarnはPnに関する期待値と分散を表し、α=
20 +

√
205

15
=2.28785 · · ·, K1 =

82 + 5
√

205
123

=1.24869 · · ·,

K2 =
164809 + 7667

√
205

2593332
=0.10588 · · ·である。

Theorem 3 (0,∞)で定義されたある非負関数 f が存在して、0 < a < b < ∞に対して

lim
n→∞

Pn

(
a <

Ln(ω)
αn

≤ b

)
=

∫ b

a

f(x)dx.

すなわち、Tn上の一様分布に従って得られるOから anへの pathの長さは αnのオーダーであり、n → ∞のと
きの pathの連続極限の Hausdorff次元は (log α)/(log 2) = 1.19399 · · · であることを示している。

Pn の極限として Ω∞ = {0, 1}E∞ 上の測度 P∞ が構成できる（詳細は省略する）。ω ∈ Ω∞ を P∞ に従っ
て選び、Gの部分グラフ G(ω) = (V∞, E(ω))が E(ω) = {e ∈ E∞ : ω(e) = 1}の意味で定まるものとすると、
P∞ − a.s.ωで G(ω)は連結であり、P∞ − a.s.ωで G(ω)は cycleを持たないこともわかる。このことから、P∞
は 2次元 pre-Sierpiński gasket上の uniform spanning tree measureと呼んで差し支えないと言える。このときの
spanning treeでは、P∞ − a.s.ωで、Oを出発する infinite self-avoiding pathが G(ω)上一意的に定まる。

Theorem 4 上のように定まる self-avoiding pathをW (ω) = (W0(ω) = O,W1(ω),W2(ω), . . .)とするとき、任意
の s > 0に対して nによらない定数 0 < K3 ≤ K4 < ∞が存在して

K3n
sν ≤ E∞|Wn|s ≤ K4n

sν ,

ν = (log 2)/(log α) = 0.83752 · · · が成り立つ。

pre-Sierpiński gasket上の self-avoiding pathの2乗平均変位の指数がν = 0.798 · · · である（Hattori-Kusuoka[HK92]）
ことと比べると、uniform spanning tree measureによって得られる infinite self-avoiding pathのほうが真に広が
りやすくなっており、別々の universality classに属していることを示している。これは、Z2における self-avoiding
walkの指数が 3

4 と予想され（例えば Madras-Slade[MS93]参照）、loop-erased random walkの指数が 4
5 である

（Kenyon[K00]）こととも対応している。
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