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代数的組合せ論に於いてコード理論とデザイン理論の二つは興味深い研究対象である．アソシエーションス

キームはこの二つの理論を統一的に扱う枠組みとしてDelsarteによって取り上げられた．その後，コード理論

とデザイン理論は球面上の有限集合上にも応用され，今日まで様々な研究がなされている．本講演では，球面

上のコード（距離集合）やデザイン（球面デザイン）から得られるアソシエーションスキームについて述べたい

と思う．初めにアソシエーションスキームの定義から述べる：X を有限集合とする．R = {R0, R1, . . . , Rs}
をX×X の空でない部分集合でX×X の分割を与えるものとする．さらに各 iに対してAiをグラフ (X,Ri)

の隣接行列とする．このとき，次の 4つの条件が成り立つとき X = (X,R)をクラスが sの対称なアソシエー

ションスキームと呼ぶ．

1. A0 = I，

2.
∑s

i=0 Ai = J．ここで J は成分が全て 1の正方行列．

3. A0, A1, . . . , As は全て対称行列．

4. 各 i, j ∈ {0, 1, . . . , s}に対して，AiAj =
∑s

k=0 pk
i,jAk が成り立つ．定数 pk

i,j を intersection number

と呼ぶ．

X = (X,R) をクラス s の対称なアソシエーションスキームとする．A を {Ai}s
i=0 で張られるベクトル空

間とすると，アソシエーションスキームの定義より A は代数である．A を Bose–Mesner 代数と呼ぶ．また

Aは自然に基底 {Ai}s
i=0 を持つが，更に原始冪等元からなる別の基底 E0 = 1

|X|J,E1, . . . Es を持つことが知

られている．そこで，アソシエーションスキーム Xの第一固有行列P，第二固有行列Qを，Aの二つの基底

{Ai}s
i=0，{Ei}s

i=0 の間の変換行列として定義する．すなわち，P = (Pi(j))s
j,i=0，Q = (Qi(j))s

j,i=0 とする

と，Ai =
∑s

j=0 Pi(j)Ej，|X|Ei =
∑s

j=0 Qi(j)Aj （0 ≤ i ≤ s）となる．

次に P 多項式スキーム，Q 多項式スキームの定義を与える．クラス s の対称なアソシエーションスキー

ム X = (X,R) が順序 {Ai}s
i=0 に関して P 多項式スキームであるとは，各 Ai が i 次の多項式 vi を用いて

Ai = vi(A1)と表せるアソシエーションスキームのことである．また同様に，{Ei}s
i=0 が多項式によって順序

付けられるときに，Xを順序 {Ei}s
i=0 に関して Q多項式スキームと呼ぶ．このような P 多項式スキームや Q

多項式スキームは我々が ‘きれい’と思えるような有限集合に付随している場合が多い．

一方で，今度は球面上の有限集合について考える．t を非負整数とする．Rm を標準的内積 ⟨·, ·⟩ を持っ
た m 次元ユークリッド空間とし，Sm−1 を Rm 上の単位球面とする．このとき Sm−1 上の空でない有限集

合 X が次の条件を満たすときに，X を（球面）t デザインと呼ぶ：高々 t 次以下の任意の m 変数多項式
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f(x) = f(x1, x2, . . . , xm)に対して，

1
µ(Sm−1)

∫
Sm−1

f(x)dµ(x) =
1
|X|

∑
x∈X

f(x)

が成り立つ．ここで µは Sm−1 上のルベーグ測度である．

また球面上の有限集合 X に対して，A(X) = {⟨x, y⟩ |x, y ∈ X, x ̸= y} とする．|A(X)| = s であるよう

な有限集合 X を s距離集合と呼ぶ．このときデザインとアソシエーションスキームには以下のような関係が

ある：

Theorem 1 (Delsarte–Goethals–Seidel (1977)). X を球面上の t デザインかつ s 距離集合とする．また

α ∈ A′(X) = A(X) ∪ {1}に対して，Rα = {(x, y) ∈ X ×X | ⟨x, y⟩ = α} とする．このとき t ≥ 2s− 2であ

れば，(X, {Rα}α∈A′(X)) は Q多項式スキームである．

今まで球面デザインがアソシエーションスキームの構造を持つかを判定するには，上記の定理を用いること

が多かったのだが，我々は新たに球面デザインが Q多項式スキームの構造を持つための特徴づけを与えた：

Theorem 2 (K.). X を球面 2 デザインとして，P = (X, g) を X から得られる多項式空間とする．また

{Fi}s
i=0，{qi}s

i=0 をそれぞれ P から定まる直行射影行列と順次数多項式系（これらの定義は講演中に与える）
とする．このとき

Rank(Fs) ≤ qs(m)

がなりたち，等号が成り立つ必要十分条件は (X, {Rα}α∈A′(X)) が Q多項式スキームになることである．

また 2011 年に東北大の野崎氏によって距離集合に関する以下の定理が与えられている．これは Larman–

Rogers–Seidelの定理（s = 2の場合）を一般の s距離集合の場合に拡張したものである：

Theorem 3. s 距離集合 X ⊂ Sm−1 に対して，A(X) = {αj}s
j=1 とする．このとき |X| ≥ 2(

(
m+s−2

s−1

)
+(

m+s−3
s−2

)
)を満たせば，すべての i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して，Ki :=

∏
j ̸=i

1−αj

αi−αj
は必ず整数になる．

対称なアソシエーションスキームは球面に埋め込むことができる．我々はアソシエーションスキームを球面

に埋め込んで得られる有限集合の LRS比Ki を用いて，Q多項式スキームの特徴づけを行った：

Theorem 4 (K. –Nozaki (2012)). X = (X,R)を，{Q1(j)}s
j=0 がすべて異なるクラス s の対称アソシエー

ションスキームとして，X を E1 に関して球面に埋め込んだ際の内積集合を A(X) = {αj}s
j=1，またこれか

ら決まる LRS比を Ki（1 ≤ i ≤ s）とする．このとき，Xが E1 に関して Q多項式スキームになることと，

Ki = −Pi(l) （1 ≤ i ≤ s）となる l ∈ {1, 2, . . . , s}が存在することは同値である．
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