
hole-simple グラフの競争数について
∗上別府 陽 (Akira Kamibeppu)

本公演では, まずグラフの競争数に関するKim予想を紹介をする. この予想が成立するグラ
フの条件の一部を紹介し, 講演者が紹介する hole-simpleグラフに対しても, Kim予想が成立す
ることを紹介する. 特に, hole-simpleというグラフの性質が, どういう点で, これまでのKim予
想に対する十分条件と異なるかを明確にしたい. 以下では, Kim予想, hole-simple グラフ, およ
びこの講演に必要な用語の準備をする.
（無向）グラフおよび有向グラフはすべて有限単純であるとする. グラフの 2点 uと vを結

ぶ（無向）辺を uvと表すのに対し, 有向グラフにおける uから vへの有向辺を (u, v)と表す. 有
向グラフD = (V (D), A(D))の競争グラフC(D)は, 次の辺集合を持つ V (D)上の無向グラフで
ある：

E(C(D)) = {uv | (u, x), (v, x) ∈ A(D)となる頂点 x ∈ V (D)が存在する }.

k個の孤立点からなるグラフを Ikと表し, 特に, I0を頂点のない空グラフとする. グラフGに
I|E(G)|を加えたグラフG ∪ I|E(G)|は, ある非巡回有向グラフDの競争グラフになることが簡単
にわかる. そこで,

min{ k |C(D) = G ∪ Ikを満たす非巡回有効グラフが存在する }.

をグラフGの競争数と呼び, k(G)と表す.

グラフGにおいて, 長さ 4以上の誘導サイクルをグラフGのホールと呼ぶ. グラフGのホー
ルの数を h(G)で表す.

Conjecture (Kim [4]).グラフGの競争数は, h(G) + 1以下になる.

Theorem 1 ([8], [1], [7]).ホールの個数が 0, 1, 2個であるグラフに対して, Kimの予想は正
しい.

次の性質を持つグラフのホールCを independentと呼ぶ: Cとは異なるGのホールC ′に対
して,

i. CとC ′は高々2点で交わる,

ii. もしCとC ′が 2点で交われば, CとC ′は 1辺で共有する,

iii. もし iiを満たすホールC ′があれば, ホールCの長さは少なくとも 5以上である.

Theorem 2 ([6]).グラフGのすべてのホールが independentであるグラフに対して, Kimの
予想は正しい.
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Theorem 3 ([5]).グラフのどの 2つのホールも辺を共有しなければ, Kim予想は正しい.

Theorem 2と 3および [2]で考えているグラフにおいては, どの 2つのホールも高々1辺を共有
する.

GのホールCに対して, Cのすべての点と隣接しているGの頂点全体からなる集合をXCと
する. Cが independentならば, XC はクリークか空集合である. 次の条件を考える:

Condition (1) グラフGの各ホールCに対して, XC はクリークまたは空集合.

この講演では,頂点uと vを結ぶwalk W は, uと vがW の内点ならないものとする.グラフ
GのホールCに対して, uと vを結ぶwalk W の内点がV (C)∪XCにないとき, W をC-avoiding
と呼ぶ. GのホールCとその辺 uv ∈ E(C) に対して, 次の集合を考える:

SC,uv = {x ∈ V (G) | xは, uと vを結ぶC-avoiding walkの内点 },
TC,uv =

{
x ∈ V (G)

∣∣ xは, uと vを結ぶ non-C-avoiding walkの内点
}
.

Condition (2) グラフGの任意のホールC, 任意の辺 uv ∈ E(C)に対して, SC,uv ∩ TC,uv = ∅.

Conditions (1) and (2)を満たすグラフを hole-simple グラフを呼ぶ. hole-simple グラフにおい
ては, 異なる 2つのホールが多くの辺を共有することがある（具体例は講演で）.

Main Theorem ([3]). hole-simple グラフに対して, Kim予想は正しい.
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