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Part 1. 概要

与えられた領域をサイズ 1× 2の長方形（ドミノ）で隙間無く敷き詰めることをタ
イル張りといいます。サイズm× nの長方形のタイル張りの個数を F (m,n)であら
わすと、次の公式が知られています。

Theorem 1. (Kasteleyn，Fisher，Temperley).

F (n,m) =

m∏
j=1

n∏
k=1

(4 cos2(
j

m+ 1
π) + 4 cos2(

k

n+ 1
π))1/4

三次元以上の場合に、タイル張りの総数に関する同様の公式は知られていません。
著者は、Theorem1の高次元領域への一般化を得ました。まず考える領域のサイズを
m1 × · · · ×mnとします。この領域でのマッチング全体の集合を Gとします。まず、
parity s : G → {1,−1}を定義します。著者は次のような公式を得ました。

|
∑
M∈G

s(M)| =
∏

1≤ki≤mi

(
n∑

i=1

4 cos2
kiπ

mi + 1
)1/4

s(M)は Flipという操作によって変化しません。また、長方形のタイル張りは全て有
限回の Flip操作によって移り変わることが知られているので、s(M)はM によらず
常に一定となります。よって、n = 2のとき、この公式は Theorem1そのものとなり
ます。

Part 2. sの定義

考える長方形領域を市松模様状に白と黒で塗ります。白マスの集合をW , 黒マス
の集合をBとすると、タイル張りM にたいして自然に fM : W → Bが定まります。
今、タイル張りM ′を一つ選び固定します。このときタイル張りM に対し、Bの自
己同型群の元、fM ◦ f−1

M ′ : B → B が定まります。sgn : G → {1,−1}を

sgn(M) = sgn(fM ◦ f−1
M ′ )

で定義します。また、ドミノ D = {(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xk+1, . . . , xn)}に対し z(D)
を

z(D) = (−1)x1+···+xk−1

で定義します。s : G → {1,−1}の定義は次のようになります。

s(M) = sgn(M)
∏

D∈M

z(D)

定義から s(M)は Flip操作によって不変なことが分かります。
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Part 3. 例

領域が 3× 3× 2の場合を考えます。このとき∏
1≤ki≤mi

(
n∑

i=1

4 cos2
kiπ

mi + 1
)1/4 = 225

であり、また s(M) = 1となるタイル張りは 227通り、s(M) = −1となるタイル張
りは 2通りあります。


