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単体的複体∆のファセット (=極大な面のこと)を σ1, σ2, . . . , σtの順に並べ、
各 j ≥ 2に対して (σ1 ∪ · · · ∪σj−1)∩σjが (dim σj − 1)次元の純な単体的複体であ
るように出来るとき、∆は shellableであるという。また、この並べ方を shelling
という。(注：ここでは、∅ ∈ ∆を−1次元の面として扱っている。また、純な単
体的複体とは、ファセットの次元がすべて等しい単体的複体のことである。)
単体的複体が、それ自身は nonshellableであるが、頂点集合の任意の真部分

集合への制限は shellableであるとき、obstruction to shellabilityであるとい
う。ここで、単体的複体の頂点集合の部分集合への制限とは、その部分集合上の
面のみからなる部分複体のことである。これは、Wachs [2]によって導入された
概念であり、現在、2次元以下の obstruction to shellabilityが特定されている [4]。
また、Flag complexに関する obstruction to shellabilityも特定されている [5]。
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1次元の obstruction to shellabilityはすでにWachs [2]で示されている通り、
ただ 1つだけ存在し、これは 4頂点からなる 2辺を非連結に持つ純な単体的複体
である。2次元の obstruction to shellabilityは上の図にリストされている 2次元
の単体的複体と、これらの頂点間に辺を加えることで得られるもの達である [4]。
1次元の場合と異なり、純とは限らない。
純でない単体的複体の shellabilityや関連する性質を調べる上で、次の概念が

役立つことがしばしばある。

定義. 単体的複体∆に関して、∆の i次元の面およびその面からなる部分複体
purei(∆)を pure i-skeletonという。

Shellabilityに関しては、次の定理が基本的な性質の 1つとしてよく知られる。

定理 1. (Björner and Wachs [1]) Shellable な単体的複体 ∆ の任意の pure i-
skeletonは shellableである。

この逆については、次のようになっている。

命題 2. ([4])

(i) dim ∆ ≤ 2の場合、∆が shellableであることと、各 iについて purei(∆)が
shellableであることは等価である。

(ii) dim ∆ ≥ 3の場合、各 iについて purei(∆)が shellableであっても、∆が
shellableであるとは限らない。
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図 1: 命題 2(ii)の逆が成り立たない例

2次元の obstruction to shellabilityの分類では、この (i)の性質が重要な手が
かりとなっていた。逆に、(ii)の性質が 3次元以上の obstruction to shellability
を調べる上での障害の 1つとなっているものと思われる。(ii)の逆が成り立たな
い例としては、例えば、図 1の例がある。図中、{a, b, c, d}は 3次元単体で、ま
た、同じラベルのついた頂点は同一視される。図 1の右図のように、13個の持
つ 2次元の単体的複体に 3次元の単体が 1つ加えられた複体である。
命題 2 (i)の簡単な系として、2次元の obstruction to shellabilityの pure 0-

skeletonおよび pure 1-skeletonは shellableで、pure 2-skeletonは nonshellableで
あるということが分かる。(実際、上記の 2次元の obstruction to shellabilityの分
類からも確認できる。) この性質が 3次元以上についても成り立つかどうかは、
3次元以上の obstruction to shellabilityの分類に向けて、1つの手がかりになる
可能性がある。これを示すのが今回の結果となる次の定理である。

定理 3. ∆が 3次元の obstruction to shellabilityのとき、pure0(∆), pure1(∆),
pure2(∆)は shellableで、pure3(∆)は nonshellableである。

4次元以上の obstruction to shellabilityに関して定理 3と同様の性質が成り立
つかどうかは今の所不明であるが、3次元の場合の証明に用いた言明の一部 ([3])
が高次元では反例があるため、同じ証明法では難しいという状況にある。

Question. 一般に、obstruction to shellability ∆に対して、purek(∆)は k ≤
dim ∆ − 1の場合に shellable、k = dim ∆の場合には nonshellable、が成り立
つか？
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