
組合せ論サマースクール２０１１：プログラム

ホテル瑞鳳、2011年 10月 4日～10月 7日

10月 4日（火）

15:00 無料送迎バス 仙台駅西口出発（15:45ホテル瑞鳳着）

[受付、晩御飯　 16:30～]
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10月 5日（水）

9:00～9:20 岡崎亮太（大阪大学情報科学研究科・JST CREST）

STANLEY 予想と PARTITIONABILITY 予想

9:30～9:45 落海望（東京理科大学）

On the total sum of number of nodes covering a given number of leaves

in an unordered binary tree

9:55～10:20 八森正泰（筑波大学大学院システム情報工学研究科）

Obstruction to shellability と pure-skeleton

[ブレイク]

10:40～11:00 篠田正人（奈良女子大学理学部）

Uniform spanning trees and loop-erased random walks on the pre-Sierpiński gasket

11:10～11:35 沼田泰英（東京大学情報理工学系研究科・JST CREST）

Matroid から決まるある 0次元 Gorenstein 環について

11:45～12:00 広瀬稔（京都大学理学研究科数学教室）

ドミノタイリングの数え上げ問題の一般化について

[昼食　 12:00～14:00]

14:00～14:20 佐藤信夫（京都大学理学研究科）

ドミノタイリングの数え上げ問題の一般化について

14:30～14:50 東谷章弘（大阪大学大学院情報科学研究科）

素数体積の整単体に付随する EHRHART 多項式

15:00～15:20 野崎寛（東北大学大学院情報科学研究科）

距離集合の話

[ブレイク]

15:40～16:00 松田一徳（名古屋大学大学院多元数理科学研究科）

F -threshold とグラフのハミルトン性

16:10～16:30 須田庄（東北大学大学院情報科学研究科）

複素球面上のデザインとコード

16:40～17:05 上別府陽（島根大学 総合理工学部）

hole-simple グラフの競争数について

17:15～17:40 篠原英裕（大阪大学大学院情報科学研究科）

DBNS near-factors and 1-overlapped factors

17:40～18:30 オープンプロブレムセッション（事前出題の解説）

[晩御飯　 18:30～]
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10月 6日（木）

9:00～10:00 オープンプロブレムセッション（事前出題の解説）

10:00～10:25 赤間陽二（東北大学理学研究科数学専攻）

整列擬順序と集合族, および球面タイリングに関する未解決問題

10:35～12:00 オープンプロブレムセッション（事前出題の解説）

[昼食　 12:00～13:30]

13:30～18:30 自由討論

[懇親会　 18:30～20:30]

20:30～22:00 オープンプロブレムセッション（飛び込み）
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10月 7日（金）

9:00～9:15 宮内美樹（日本電信電話株式会社 NTT コミュニケーション科学基礎研究所）

グラフのスタックキューミックスレイアウト

9:25～9:50 縫田光司（産業技術総合研究所 情報セキュリティ研究センター）

擬似乱数の識別不可能性概念の相互関係について

10:00～10:15 冨江雅也（盛岡大学）

Lehmer codeから定まるある半順序集合の構造について

[ブレイク]

10:35～11:55 栗原大武（東北大学大学院理学研究科数学専攻）

距離集合，デザイン，アソシエーションスキーム

11:05～11:25 村井聡（山口大学理学部数理科学科）

Link のホモロジーの消滅と h-列の非負性について

11:35～12:00 仲田研登（稚内北星学園大学）

multiply-laced な d-complete poset の標準盤の等確率生成

[昼食　 12:00～14:00]

14:00～14:25 中島規博（北海道大学）

組み紐配置に関する階数 2の微分作用素の加群の基底について

14:35～14:55 小関健太（国立情報学研究所）

閉曲面上のグラフのハミルトン性

15:45 無料送迎バス ホテル瑞鳳出発（16:30仙台駅西口着）

-4-



整列擬順序と集合族, および球面タイリ
ングに関する未解決問題

赤間 陽二

1. 整列擬順序と集合族

集合 X 上の集合族 (set system) とは
L ⊆ P (X)であり, 機械学習の学習対象で
あり, 組み合わせ論における超グラフであ
る [4]. [1]において, 集合族の学習困難さ
の目安として, 集合族 に順序型をゲーム
論的な観点から導入し次を証明した:

(1) 擬順序 (Q,≤)が整列擬順序 (well-
quasi-order (wqo)) [9]である必要十分条
件は, その擬順序に関して上に閉じた集合
全体のクラスに順序型が定義される事で
ある. この時両者の順序型は等しい.

(2) 集合族に順序型が定義されるなら
ば, それを連続変形した集合族にも定義さ
れる (Königの木に関する補題による. 順
序型の増大は Ramsey数で評価).

(3) 言語に対する典型的な非決定的演
算たち (Kleene closure, shuffle closure,...)
に対して, 言語族に順序型が定義されるな
ら, その演算を要素ごとに適用して得られ
る言語族にも定義される.

問 1. 木言語 [12] のクラス T に順序型
が定義されているならば, T に属する木
言語に繰り返し演算を施して得られる木
言語全体のクラスにも, 順序型が定義され
ているか?木言語に対する繰り返し shuffle
演算の繰り返しについてはどうか? (難易
度：★. 有限長の文字列言語では解決 [1].)

問 2. (2) における連続変形を計算可能
にしたものは, 基本的に計算論における
semirecursive set [7]を調べるのに使った
positive reductionであり, それを拡張し
た semi-r.e. set [8], weakly semirecursive

Date: September 24, 2011.
組み合わせ論サマースクール 2011, 秋保温

泉 (http://www.math.tohoku.ac.jp/~sa9d05/
cos2011) にて, 2011 年 10 月 6 日発表予定.

set [8]は, 計算可能擬順序の upper-closed
set の集合を用いて特徴づけられている.
それらと (2)との関係を調べよ.(難易度：
★★. 他の論理関係の未解決問題は [1].)

問 3. Σ ̸= ∅を有限集合とし, Lは Σの
要素の無限列全体上の集合族で, L に順
序型が定義されているとする. この時, L
の言語としての ω 閉包 [12], (L ∈ L)の
クラス, 及び {Lsh ; L ∈ L} もそうか.
ただし Lsh は {ε} ∪ L ∪ (L ⋄ L) ∪ ((L ⋄
L) ⋄ L) ∪ · · · であり, ここで L ⋄ L′ :=∪
{u1v1u2v2 ; u1u2 · · · ∈ L, v1v2 · · · ∈

L′, ui, vi ∈ Σ∗} である. (難易度：★★
★. 有限長の文字列言語では解決 [1].)

組み合わせ論との関連だが,勝手なwqo
(Q,≤)に対して, 集合 Qの要素の無限列
全体が Higman 埋め込みに関し wqo に
なる必要十分条件は, Radoの wqoに同
型なコピーをQが含まない事である [10].
これは, better quasi-order (bqo) [9]の導
入動機になった.

Radoのwqoとbqoは計算論的学習理
論 [13]にも登場する. 集合族 Lに対して,
どんな元 xに も#{L ∈ L ; x ∈ L} <∞
が成立する時, Lは有限の厚さを持つとい
う. この時順序型が定義される [13].

命題 1 ([13]). Lが有限の厚さを持つが包
含関係に関する無限反鎖を持たなければ,
次の集合族には順序型が定義されている.

L<ω :=
{∪

L′ ; L′ ⊆ L, #L′ <∞
}

仮定の「有限の厚さを持つ」を「順序型
が定義されている」に置換できない. 実際,
そのように置換した命題の仮定を, D :=
{ {m} ∪ N≥n ; m,n ∈ N} は満たす
が, D<ω に順序型が定義されない [6, 命
題 2.1.27]. なお (D,⊇) に Radoの wqo
に同型なコピーが現れる.

Bqoと集合族の順序型との関連, およ
び, 連続変形と無限反鎖との関連は:

補題 1. (1) Lに順序型が定義されるなら
ば, (L,⊇) は bqo である. また, (L,⊇)
が bqo で L が無限反鎖を持たないなら
ば, L<ω に順序型が定義される.

1
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2 赤間 陽二

(2) 連続変形は有限の厚さを保たない.
集合族が包含関係に関する無限反鎖を持た
なければ, 連続変形したものも持たない.

問 4. 「L は有限の厚さを持つ」,「L に
順序型が定義されている」, 及び「(L,⊇)
は bqo」の関係を調べ, wqoの概念を順
序型が定義されている集合族に一般化し
た [1]ように, bqo [11]も集合族に一般化
し, それが (どんな位相の)連続変形につ
いて閉じているかを調べよ. (難易度★★
★★★.)

2. 合同な球面四角形による球面タイリン
グの分類

タイルである球面四角形の辺の長さが
1辺のみ異なる場合と, 3種類の異なる長
さがある場合の分類が未完であり, 残りの
場合は完了している. [3]
球面四角形によるタイリングのグラフ

は, pseudo-double wheel (赤道上に偶数個
の cycleがありその偶数番目の頂点は北極
と隣接し奇数番目の頂点は南極と隣接す
るグラフ)から 2種類の拡張操作を有限回
繰り返す事により丁度得られる [5]. なお,
グラフが pseudo-double wheelであり,タ
イルが凸な球面四角形ならば本質的にタ
イリングは唯一であるが, 凹なタイルを含
めればそうでない [2].
球面四角形の辺の長さが 1辺のみ異な

るタイルは, 球面四角形によるタイリング
のグラフの双対グラフ, 即ち, planar, 3-
connected, 4-regular graphの完全マッチ
ングを与える. 更にタイルの角に関する
一次 (不)等式系 (頂点に集まる角の和, 面
積)の可解性の条件を満たす. これら条件
を満たし, 球面三角法により, 辺が内点で
交わらない事を示せばよい.
簡単にできそうな事は, 合同な球面等

辺四角形によるタイリングの適当な系列
に着目し, 球面四角形の辺の長さが 1辺の
み異なるタイルによるタイリングに連続
変形可能かを計算機実験する事である.
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STANLEY予想とPARTITIONABILITY予想

岡崎亮太

組合せ論サマースクール 2011

kを体，S := k[x1, . . . , xn]をk上の多項式環とし，X := {x1, . . . , xn}
とおく. M をZn次数付き加群とする. Zn斉次元 u ∈ M と，Z ⊂ Xに
対し，M の k部分空間 uk[Z] = ⟨ uv | v ∈ k[Z] ⟩ ⊆ M が k[Z]加群と
して自由加群であるとき，uk[Z]をM のスタンレー空間と呼ぶ. M の
Zn次数付き kベクトル空間としての分解

(M =)D =
s⊕

i=1

uik[Zi]

は各 uik[Zi]がM のスタンレー空間であるとき，スタンレー分解とい
う. また，

sdepthD := min{#Zi | i = 1, . . . , s }
をD のスタンレー深度，

sdepthM = max{ sdepthD | D はスタンレー分解 }

をM のスタンレー深度という. スタンレーは論文 [3]において，以下
の予想を提示した.

予想 (スタンレー，1982). #k = ∞のとき，

sdepthM ≥ depthS M.

本講演において，上記予想と，同じくスタンレーによるPartitionabil-
ity予想との関連と，スタンレー深度に関する結果 [1, 2]について紹介
する.
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閉曲面上のグラフのハミルトン性
小関 健太1（国立情報学研究所，学振特別研究員 PD）

グラフのすべての頂点を通る閉路をハミルトン閉路と呼び，すべての頂点を通る道を
ハミルトン道と呼ぶ．グラフ理論において，与えられたグラフのハミルトン性を探る問
題は巡回セールスマン問題との関わりがあるなど，さまざまな理由から多くの研究がな
されている重要なものである．特にグラフを平面グラフ2など閉曲面上のものに限ると，
この問題は４色定理とも関わりを持つため，多くの研究が行われている．実際に，Tait

[4] は 1884年に「任意の 3-連結 3-正則34平面グラフがハミルトン閉路を持つならば４色
定理は正しい」ということを示している．後にこの命題の仮定は誤っていることが示さ
れたため，（例えば Tutte [8] など．）Tait の結果は４色定理の証明とはならなかったが，
以後, 閉曲面上のグラフのハミルトン性の研究が盛んに行われることになった．
Taitの定理の仮定に反例があったように，ハミルトン閉路を持たない 3-連結平面グラ
フは無限に多く存在することが知られている．しかし，連結度を上げることにより，Tutte
[9] は「任意の 4-連結平面グラフはハミルトン閉路を持つ」ことを示した．Thomassen

[7] はTutte の結果を拡張し，「平面の任意の 4-連結三角形分割はハミルトン連結である」
ということを示している．ここで，任意の 2頂点に対しその 2頂点を結ぶハミルトン
道が存在するとき，そのグラフはハミルトン連結であると言う．定義より，ハミルトン
連結なグラフはハミルトン閉路を持つことが容易にわかる．最近では，平面グラフに限
らず他の閉曲面上のグラフのハミルトン性に関しての研究も行われており，Thomas と
Yu [5] は「任意の 4-連結な射影平面5上のグラフはハミルトン閉路を持つ」ことを示し
ている．
さらに種数の高い6閉曲面上のグラフのハミルトン性については，表 1 にあるように
いくつかの結果が示されている．“○” はその領域の指し示す命題が成り立つことを意
味し，“×” は反例が存在することを意味する．また “？” はどちらであるかまだわかっ
ていない．
表 1 の “？” でも示している通り，各閉曲面上の 4-連結グラフのハミルトン性につい
て，未解決な問題がいくつか存在する．本講演ではそのうちの一つである，射影平面の
ハミルトン連結性に関してのDean [1] の予想に肯定的解決を与える．すなわち以下の
結果を示す．これは，上で述べた Thomassen [7] の結果と，Thomas と Yu [5] の結果
の共通の拡張になっている．

定理 1 任意の射影平面上の 4-連結グラフはハミルトン連結である．

最近の研究で，閉曲面上のハミルトン性に関する結果がこの結果の他にもいくつか得
られており，講演ではその紹介もする予定である．

1ozeki@nii.ac.jp
2平面に辺の交差なく埋め込まれたグラフを平面グラフと呼ぶ．以下，本稿で閉曲面上のグラフという

ときは，その閉曲面に辺の交差なく埋め込まれたグラフのことを指す．
3グラフ G で，任意の k 点未満の頂点集合を取り除いても連結性が保てるとき，G は k-連結である．
4すべての頂点にちょうど 3辺が接続しているグラフを 3-正則グラフと呼ぶ．
5球面から disc を取り除き，そこに crosscap を張り付けた閉曲面を射影平面と呼ぶ．
6図の χ は各閉曲面のオイラー標数を意味する．オイラー標数 χ の閉曲面上の連結グラフについては，

(頂点数)−(辺数)+(面数)≥ χ が成り立つ．
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表 1: 閉曲面上の 4-連結グラフのハミルトン性.

∃ ハミルトン道

χ = 2 Thomassen [7]Tutte [9]

Thomas & Yu [5]

Thomas, Yu
& Zang [6]

Grünbaum [2]
Nash-Williams [3]

?

?

平面

χ = 1

χ = 0

χ = 0

χ = −1

射影平面

トーラス

クラインの壺

N3

∃ ハミルトン閉路 ハミルトン連結

?

?

一般の閉曲面
χ ≤ −2

?
Dean [1]
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On the total sum of number of nodes covering a given

number of leaves in an unordered binary tree

Nozomu Ochiumi
Tokyo University of Science

Let J be a subset of leaves in a finite rooted tree T with leaf-set U . If we delete all the paths
(and all the edges incident to them) that connect the root and the leaves in U \ J , then there
remains a forest comprising, say, c subtrees of T . We may say that, in the whole tree T , the
c nodes, the roots of these subtrees, cover or dominate J (and only J), and call c the covering
number for J .

The “cover” concept for rooted trees seems to be originated in the works [1][6] on a certain
cryptographic key-management problem of a broadcast type with |U | users, and the covering
number can be considered a new combinatorial topic in the theory of rooted trees. We believe
that it is worthwhile to investigate covering numbers from the view point of combinatorics and
derive mathematical results such as the distribution and expected value of the covering number
for J with respect to a certain probability measure P (T ), T ∈ T , where T is the set of all
binary trees (either ordered or unordered) with n (= |U |) leaves. The main purpose of this paper
is to find an explicit formula for the average covering number for J in the case where T is an
unordered binary tree with labeled leaves and P (T ) is uniform, i.e., P (T ) = |T |−1 (see [2] for a
corresponding study on the completely balanced binary tree with 2k leaves).

As is described in [5], an unordered binary tree with n labeled leaves 1, 2, . . . , n is a graphic
representation of a “binary total partition” of U = {1, 2, . . . , n}; partition U (the root) into
two non-empty subsets (unordered two children of the root), similarly bipartition each of these
subsets, . . . , continued until we have n singleton sets (n leaves). Denote by TU the set of all such
binary trees having n leaves and put bn = |TU |, then it is shown that b1 = 1 and

bn =
1
2

n−1∑

k=1

(
n

k

)
bkbn−k, n > 2,

which leads us to the formula bn = (2n− 3)!! (as was originally given in [3]), where n!! means the
double-factorial (define (−1)!! = 1 and b0 = 0).

Let cT (J) be the covering number for a subset J ⊂ U of leaves in a finite rooted tree T ∈ TU

and define cT (∅) = 0. We are interested in finding the average covering number for J of size k,
defined as an,k

bn
, where

an,k =
∑

T∈TU

cT (J), 0 6 k 6 n = |U |, J ∈
(

U

k

)
.

Note that the average covering number is independent of the choice of J , that is,

∑

T∈TU

cT (J) =
∑

T∈TU

cT (J ′), J, J ′ ∈
(

U

k

)
.

We derive a recurrence relation for an,k and give an explicit expression for the average covering
number.

-11-



Let an,k = 0 (k > n) for convenience sake. It is clear that an,n = bn (n > 1) by the definition
of an,k. We first show that an,k’s satisfy the following recursion.

Theorem 1. For 1 6 k 6 n− 1,

an,k =
n−1∑

l=1

k∑

i=1

(
k

i

)(
n− k

l − i

)
(2(n− l)− 3)!!al,i

=
k∑

i=1

n−k∑

j=0

(
k

i

)(
n− k

j

)
(2(n− i− j)− 3)!!ai+j,i.

Next we derive the formula for the general term an,k by the generating function method.

Theorem 2. For n > 2,

an,k = (2(n− k)− 1)!!
(

(2n− 2)!!
(2(n− k)− 2)!!

− (2n− 3)!!
(2(n− k)− 3)!!

)
, 1 6 k 6 n− 1.

We remark that an,n−1 = (2n−2)!!−(2n−3)!!. This special case is mentioned in [4, A129890]
without its sources.
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hole-simple グラフの競争数について
∗上別府 陽 (Akira Kamibeppu)

本公演では, まずグラフの競争数に関するKim予想を紹介をする. この予想が成立するグラ
フの条件の一部を紹介し, 講演者が紹介する hole-simpleグラフに対しても, Kim予想が成立す
ることを紹介する. 特に, hole-simpleというグラフの性質が, どういう点で, これまでのKim予
想に対する十分条件と異なるかを明確にしたい. 以下では, Kim予想, hole-simple グラフ, およ
びこの講演に必要な用語の準備をする.
（無向）グラフおよび有向グラフはすべて有限単純であるとする. グラフの 2点 uと vを結

ぶ（無向）辺を uvと表すのに対し, 有向グラフにおける uから vへの有向辺を (u, v)と表す. 有
向グラフD = (V (D), A(D))の競争グラフC(D)は, 次の辺集合を持つ V (D)上の無向グラフで
ある：

E(C(D)) = {uv | (u, x), (v, x) ∈ A(D)となる頂点 x ∈ V (D)が存在する }.

k個の孤立点からなるグラフを Ikと表し, 特に, I0を頂点のない空グラフとする. グラフGに
I|E(G)|を加えたグラフG ∪ I|E(G)|は, ある非巡回有向グラフDの競争グラフになることが簡単
にわかる. そこで,

min{ k |C(D) = G ∪ Ikを満たす非巡回有効グラフが存在する }.

をグラフGの競争数と呼び, k(G)と表す.

グラフGにおいて, 長さ 4以上の誘導サイクルをグラフGのホールと呼ぶ. グラフGのホー
ルの数を h(G)で表す.

Conjecture (Kim [4]).グラフGの競争数は, h(G) + 1以下になる.

Theorem 1 ([8], [1], [7]).ホールの個数が 0, 1, 2個であるグラフに対して, Kimの予想は正
しい.

次の性質を持つグラフのホールCを independentと呼ぶ: Cとは異なるGのホールC ′に対
して,

i. CとC ′は高々2点で交わる,

ii. もしCとC ′が 2点で交われば, CとC ′は 1辺で共有する,

iii. もし iiを満たすホールC ′があれば, ホールCの長さは少なくとも 5以上である.

Theorem 2 ([6]).グラフGのすべてのホールが independentであるグラフに対して, Kimの
予想は正しい.

∗Interdisciplinary Faculty of Science and Engineering, Shimane University, Shimane 690-8504, Japan.
E-mail address: kamibeppu@riko.shimane-u.ac.jp
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Theorem 3 ([5]).グラフのどの 2つのホールも辺を共有しなければ, Kim予想は正しい.

Theorem 2と 3および [2]で考えているグラフにおいては, どの 2つのホールも高々1辺を共有
する.

GのホールCに対して, Cのすべての点と隣接しているGの頂点全体からなる集合をXCと
する. Cが independentならば, XC はクリークか空集合である. 次の条件を考える:

Condition (1) グラフGの各ホールCに対して, XC はクリークまたは空集合.

この講演では,頂点uと vを結ぶwalk W は, uと vがW の内点ならないものとする.グラフ
GのホールCに対して, uと vを結ぶwalk W の内点がV (C)∪XCにないとき, W をC-avoiding
と呼ぶ. GのホールCとその辺 uv ∈ E(C) に対して, 次の集合を考える:

SC,uv = {x ∈ V (G) | xは, uと vを結ぶC-avoiding walkの内点 },
TC,uv =

{
x ∈ V (G)

∣∣ xは, uと vを結ぶ non-C-avoiding walkの内点
}
.

Condition (2) グラフGの任意のホールC, 任意の辺 uv ∈ E(C)に対して, SC,uv ∩ TC,uv = ∅.

Conditions (1) and (2)を満たすグラフを hole-simple グラフを呼ぶ. hole-simple グラフにおい
ては, 異なる 2つのホールが多くの辺を共有することがある（具体例は講演で）.

Main Theorem ([3]). hole-simple グラフに対して, Kim予想は正しい.
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距離集合，デザイン，アソシエーションスキーム

栗原　大武（Hirotake KURIHARA）∗

東北大学大学院理学研究科
日本学術振興会特別研究員 PD

代数的組合せ論に於いてコード理論とデザイン理論の二つは興味深い研究対象である．アソシエーションス

キームはこの二つの理論を統一的に扱う枠組みとしてDelsarteによって取り上げられた．その後，コード理論

とデザイン理論は球面上の有限集合上にも応用され，今日まで様々な研究がなされている．本講演では，球面

上のコード（距離集合）やデザイン（球面デザイン）から得られるアソシエーションスキームについて述べたい

と思う．初めにアソシエーションスキームの定義から述べる：X を有限集合とする．R = {R0, R1, . . . , Rs}
をX×X の空でない部分集合でX×X の分割を与えるものとする．さらに各 iに対してAiをグラフ (X,Ri)

の隣接行列とする．このとき，次の 4つの条件が成り立つとき X = (X,R)をクラスが sの対称なアソシエー

ションスキームと呼ぶ．

1. A0 = I，

2.
∑s

i=0Ai = J．ここで J は成分が全て 1の正方行列．

3. A0, A1, . . . , As は全て対称行列．

4. 各 i, j ∈ {0, 1, . . . , s}に対して，AiAj =
∑s

k=0 p
k
i,jAk が成り立つ．定数 pk

i,j を intersection number

と呼ぶ．

X = (X,R) をクラス s の対称なアソシエーションスキームとする．A を {Ai}s
i=0 で張られるベクトル空

間とすると，アソシエーションスキームの定義より A は代数である．A を Bose–Mesner 代数と呼ぶ．また

Aは自然に基底 {Ai}s
i=0 を持つが，更に原始冪等元からなる別の基底 E0 = 1

|X|J,E1, . . . Es を持つことが知

られている．そこで，アソシエーションスキーム Xの第一固有行列P，第二固有行列Qを，Aの二つの基底

{Ai}s
i=0，{Ei}s

i=0 の間の変換行列として定義する．すなわち，P = (Pi(j))s
j,i=0，Q = (Qi(j))s

j,i=0 とする

と，Ai =
∑s

j=0 Pi(j)Ej，|X|Ei =
∑s

j=0Qi(j)Aj （0 ≤ i ≤ s）となる．

次に P 多項式スキーム，Q 多項式スキームの定義を与える．クラス s の対称なアソシエーションスキー

ム X = (X,R) が順序 {Ai}s
i=0 に関して P 多項式スキームであるとは，各 Ai が i 次の多項式 vi を用いて

Ai = vi(A1)と表せるアソシエーションスキームのことである．また同様に，{Ei}s
i=0 が多項式によって順序

付けられるときに，Xを順序 {Ei}s
i=0 に関して Q多項式スキームと呼ぶ．このような P 多項式スキームや Q

多項式スキームは我々が ‘きれい’と思えるような有限集合に付随している場合が多い．

一方で，今度は球面上の有限集合について考える．t を非負整数とする．Rm を標準的内積 ⟨·, ·⟩ を持っ
た m 次元ユークリッド空間とし，Sm−1 を Rm 上の単位球面とする．このとき Sm−1 上の空でない有限集

合 X が次の条件を満たすときに，X を（球面）t デザインと呼ぶ：高々 t 次以下の任意の m 変数多項式

∗ e-mail:sa9d05@math.tohoku.ac.jp
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f(x) = f(x1, x2, . . . , xm)に対して，

1
µ(Sm−1)

∫
Sm−1

f(x)dµ(x) =
1
|X|

∑
x∈X

f(x)

が成り立つ．ここで µは Sm−1 上のルベーグ測度である．

また球面上の有限集合 X に対して，A(X) = {⟨x, y⟩ |x, y ∈ X, x ̸= y} とする．|A(X)| = s であるよう

な有限集合 X を s距離集合と呼ぶ．このときデザインとアソシエーションスキームには以下のような関係が

ある：

Theorem 1 (Delsarte–Goethals–Seidel (1977)). X を球面上の t デザインかつ s 距離集合とする．また

α ∈ A′(X) = A(X) ∪ {1}に対して，Rα = {(x, y) ∈ X ×X | ⟨x, y⟩ = α} とする．このとき t ≥ 2s− 2であ

れば，(X, {Rα}α∈A′(X)) は Q多項式スキームである．

今まで球面デザインがアソシエーションスキームの構造を持つかを判定するには，上記の定理を用いること

が多かったのだが，我々は新たに球面デザインが Q多項式スキームの構造を持つための特徴づけを与えた：

Theorem 2 (K.). X を球面 2 デザインとして，P = (X, g) を X から得られる多項式空間とする．また

{Fi}s
i=0，{qi}s

i=0 をそれぞれ P から定まる直行射影行列と順次数多項式系（これらの定義は講演中に与える）
とする．このとき

Rank(Fs) ≤ qs(m)

がなりたち，等号が成り立つ必要十分条件は (X, {Rα}α∈A′(X)) が Q多項式スキームになることである．

また 2011 年に東北大の野崎氏によって距離集合に関する以下の定理が与えられている．これは Larman–

Rogers–Seidelの定理（s = 2の場合）を一般の s距離集合の場合に拡張したものである：

Theorem 3. s 距離集合 X ⊂ Sm−1 に対して，A(X) = {αj}s
j=1 とする．このとき |X| ≥ 2(

(
m+s−2

s−1

)
+(

m+s−3
s−2

)
)を満たせば，すべての i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して，Ki :=

∏
j ̸=i

1−αj

αi−αj
は必ず整数になる．

対称なアソシエーションスキームは球面に埋め込むことができる．我々はアソシエーションスキームを球面

に埋め込んで得られる有限集合の LRS比Ki を用いて，Q多項式スキームの特徴づけを行った：

Theorem 4 (K. –Nozaki (2012)). X = (X,R)を，{Q1(j)}s
j=0 がすべて異なるクラス s の対称アソシエー

ションスキームとして，X を E1 に関して球面に埋め込んだ際の内積集合を A(X) = {αj}s
j=1，またこれか

ら決まる LRS比を Ki（1 ≤ i ≤ s）とする．このとき，Xが E1 に関して Q多項式スキームになることと，

Ki = −Pi(l) （1 ≤ i ≤ s）となる l ∈ {1, 2, . . . , s}が存在することは同値である．
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Uniform spanning trees and loop-erased random walks on the
pre-Sierpiński gasket

篠田　正人（奈良女子大学理学部）shinoda@cc.nara-wu.ac.jp

有限グラフの spanning treeの個数を数える方法はKirchhoff’s matrix tree theoremとして知られている。ここ
ではフラクタル的なグラフである pre-Sierpiński gasketの部分グラフ列について、（Kirchhoffの定理でなく）漸化
式を用いてその spanning treeの個数を知る方法を紹介し、ランダムに spanning treeを 1つ選んだときにどのよ
うな統計的性質が得られるかを述べる。この uniform spanning tree modelには loop-erased random walkと深い
関連があるという確率論的な興味があり以下の予稿ではこの観点から説明しているが、講演では確率論にはあま
り立ち入らず spanning treeの個数そのものについて重点的に説明したい。

G = (V,E)が連結な有限グラフであるとする。辺集合 E の部分集合 E
′
によって定まる Gの部分グラフ G

′
=

(V,E
′
)が spanning tree であるとは、G

′
が連結であってかつ cycleを含まないことを言う。下図のように、有限

グラフ列 {Gn = (Vn, En)}n=0,1,2,... の極限図形として 2次元 pre-Sierpiński gasket G∞ = (V∞, E∞)を定義する
（詳細は服部 [H04]などを参照）。我々の（確率論的観点からの）目的は、pre-Sierpiński gasketにおける uniform
spanning tree measureを以下の手順で構成することにある。

• pre-Sierpiński gasket G∞ の有限部分グラフ Gn における spanning treeの一様分布 Pn を考え、

• Gn → G∞ としたときの極限測度 limn→∞ Pn = P∞ の存在を示す。

このように有限部分グラフでの一様分布の極限として uniform spanning tree measureを構成する方法は、Zd な
どにおける構成法と同様のものである。ただし、有限部分グラフで spanning treeについての一様分布を指定し
ても、その極限分布から得られる無限グラフ上の configurationは連結とは限らないことに注意しておく。実際、
Zd、d ≥ 5では連結とはならない（Pemantle[P91]）。一般的に極限分布を uniform spanning treeでなく uniform
spanning forestと称しているのはこのためである。uniform spanning tree (forest) に関する基本事項については、
Benjamini-Lyons-Peres-Schramm[BLPS01] などを参照されたい。
Gn の spanning tree全体の集合を Tn で表す。Tn の元の個数は下記の通り知られている。

Theorem 1 (Teufl-Wagner[TW06],Chang-Chen-Yang[CCY07])

|Tn| = 3 ·
(3

5

)n
2
(
2

1
2 3

3
4 5

1
4

)3n−1

.

Tn 上の一様分布 Pn を、ω ∈ Tn に対して Pn({ω}) = |Tn|−1 として具体的に定めることができる。Tn の各
要素 ω は Ωn = {0, 1}En の元とみなす。ここで、ω ∈ Tn, e ∈ En に対して ω(e) = 1（resp.= 0）であるとは、
spanning tree ωに辺 eが含まれている（resp. 含まれていない）ことを意味している。
一般に、有限グラフにおける spanning tree を一様分布に従って選ぶアルゴリズムとして、Wilson の方法

（Wilson[W96]）がよく知られている。このアルゴリズムによれば、Gn の spanning tree を一様分布に従って
選んだときこの tree上での O から an への self-avoiding pathは、O を出発し an に到達するまでの loop-erased
simple random walkの軌跡と考えることができる。この pathの長さを Ln(ω)と表すとき、n→ ∞での漸近挙動
として以下のことが成り立つ。（f(n) ∼ g(n)とは limn→∞ f(n)/g(n) = 1であるものとする）
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図 1: 2次元 pre-Sierpiński gasket
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Theorem 2
EnLn ∼ K1α

n, VarnLn ∼ K2α
2n.

ここでEn,VarnはPnに関する期待値と分散を表し、α=
20 +

√
205

15
=2.28785 · · ·, K1 =

82 + 5
√

205
123

=1.24869 · · ·,

K2 =
164809 + 7667

√
205

2593332
=0.10588 · · ·である。

Theorem 3 (0,∞)で定義されたある非負関数 f が存在して、0 < a < b <∞に対して

lim
n→∞

Pn

(
a <

Ln(ω)
αn

≤ b

)
=

∫ b

a

f(x)dx.

すなわち、Tn上の一様分布に従って得られるOから anへの pathの長さは αnのオーダーであり、n→ ∞のと
きの pathの連続極限の Hausdorff次元は (logα)/(log 2) = 1.19399 · · · であることを示している。

Pn の極限として Ω∞ = {0, 1}E∞ 上の測度 P∞ が構成できる（詳細は省略する）。ω ∈ Ω∞ を P∞ に従っ
て選び、Gの部分グラフ G(ω) = (V∞, E(ω))が E(ω) = {e ∈ E∞ : ω(e) = 1}の意味で定まるものとすると、
P∞ − a.s.ωで G(ω)は連結であり、P∞ − a.s.ωで G(ω)は cycleを持たないこともわかる。このことから、P∞
は 2次元 pre-Sierpiński gasket上の uniform spanning tree measureと呼んで差し支えないと言える。このときの
spanning treeでは、P∞ − a.s.ωで、Oを出発する infinite self-avoiding pathが G(ω)上一意的に定まる。

Theorem 4 上のように定まる self-avoiding pathをW (ω) = (W0(ω) = O,W1(ω),W2(ω), . . .)とするとき、任意
の s > 0に対して nによらない定数 0 < K3 ≤ K4 <∞が存在して

K3n
sν ≤ E∞|Wn|s ≤ K4n

sν ,

ν = (log 2)/(logα) = 0.83752 · · · が成り立つ。

pre-Sierpiński gasket上の self-avoiding pathの2乗平均変位の指数がν = 0.798 · · · である（Hattori-Kusuoka[HK92]）
ことと比べると、uniform spanning tree measureによって得られる infinite self-avoiding pathのほうが真に広が
りやすくなっており、別々の universality classに属していることを示している。これは、Z2における self-avoiding
walkの指数が 3

4 と予想され（例えば Madras-Slade[MS93]参照）、loop-erased random walkの指数が 4
5 である

（Kenyon[K00]）こととも対応している。
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DBNS near-factors and 1-overlapped factors

篠原英裕 (大阪大学情報科学研究科)

A pair (A,B) of subsets of a finite group G is near-factor if AB = G\{g} for
some g ∈ G and |A|, |B| ≥ 2. Near-factors play important roles in the perfect
graph theory and the set packing problems. On the other hand, A pair (A,B)
of subsets of a finite group G is 1-overlapped factor if AB = G ∪ {g} for some
g ∈ G and |A|, |B| ≥ 2. 1-overlapped factors play an important role in the set
covering problems. In this talk, we introduce some results on near-factors and
1-overlapped factors.

For integers l and m, let [l,m] denote the set of integers from l by m. Let
φk be an isomorphism from Z to Zk such that φk(i) is the residue of i divided
by k and ψk be the inverse map of φk. Let ρ(≥ 1) and m1,m2, . . . ,m2ρ(≥
2), r, s(≥ 2) be integers such that r =

∏ρ
i=1m2i−1, s =

∏ρ
i=1m2i and n =∏2ρ

i=1mi. Let µj =
∏j−1

i=1 mi for 2 ≤ j ≤ 2ρ and µ1 = 1. Define a subset Mi

of N by [0,mi − 1]µi, A′ := M1 + M3 + · · · + M2ρ−1 and B′ := M2 + M4 +
· · · + M2ρ. It is clear that (A,B) := (φn−1(A′), φn−1(B′)) is a 1-overlapped
factorization of Zn−1, (φn+1(A′), φn+1(B′)) is a near-factorization of Zn+1 and
(φn(A), φn(B)) is a factorization of Zn. We say that this (A,B) is a basic DBNS
1-overlapped factorization (resp. to a basic DBNS near-factorization, a basic
DBNS factorization) of Zn. For this 1-overlapped factor (resp. to near-factor
and factorization), the following three operations construct other 1-overlapped
factors (resp. to near-factors and factorizations).

• Shifting : Consider (A+ a,B + b) for some a, b ∈ Zn.

• Scaling : Consider (λA, λB) for some λ ∈ Z×
n .

• Swapping : Consider (−A,B).

We say a 1-overlapped factor (resp. to a near-factorization and a factorization)
constructed by this method is a DBNS 1-overlapped factor (resp. to a DBNS
near-factorization, a factorization) of Zn and the associated Lehman matrix is
a DBNS Lehman matrix (resp. to a DBNS partitionable graph).

Theorem 1 (D. de Caen, D. A. Gregory, I. G. Hughes and D. L. Kreher 1990).
If (A,B) is a near-factor of G, then

⟨A⟩ = ⟨B⟩ = G.

Theorem 2. If (A,B) is a 1-overlapped factor of G, then

⟨A⟩ = ⟨B⟩ = G.
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Theorem 3 (D. de Caen, D. A. Gregory, I. G. Hughes and D. L. Kreher
1990). For a near-factor (A,B) of a finite abelian group G, there exist elements
a, b ∈ G such that (A + a,B + b) is a symmetric near-factor of G, and the
uncovered element of (A+ a,B + b) is the identity.

Theorem 4. For a 1-overlapped factor (A,B) of a finite abelian group G, there
exist elements a, b ∈ G such that (A + a,B + b) is a symmetric 1-overlapped
factor of G, and the doubly covered element of (A+ a,B + b) is the identity.

Theorem 5 (K. Kashiwabara and T. Sakuma 2006). A near-factor (A,B) of
Zn is a DBNS near-factor if min(|A|, |B|) ≤ 8.

Theorem 6. A 1-overlapped factor (A,B) of Zn is a DBNS 1-overlapped factor
if min(|A|, |B|) ≤ 8.

A near-factor (1-overlapped factor) is Krasner if 0 ≤ ψn(a) + ψn(b) ≤ n for
each a, b ∈ Zn.

Theorem 7. Krasner near-factors and 1-overlapped factors of cyclic groups are
DBNS.

A hypergraph is a clutter if no two hyperedges have inclusion relations. A
clutter H is called an ideal clutter if its set covering polytope {x⃗ ∈ Rn;M(H )x⃗ ≥
1, 0⃗ ≤ x⃗ ≤ 1⃗} is an integral polytope. If H is an ideal clutter, we say that
M(H ) is an ideal matrix. D. R. Fulkerson defined the following two operations,
deletion and contraction of column j.

• deletion: Delete j-th column, and delete i-th row if (i, j)-th entry is 1.

• contraction: Delete j-th column. If there exist dominating rows in result-
ing matrix, delete them too.

minor of a matrix M if we can obtain M ′ from M by repeatedly using deletions
and contractions. P. Seymour [?] proved that each minor of an ideal matrix is
also an ideal matrix. A matrix is called a minimally non-ideal matrix if it is
not an ideal matrix, but its each minor is an ideal matrix. On the other hand,
a clutter is perfect if its set packing polytope {x⃗ ∈ Rn;M(H )x⃗ ≤ 1, 0⃗ ≤ x⃗ ≤ 1⃗}
is an integral polytope. Padberg proved the following operation preserves of
perfectness of a clutter.

• Delete j-th column. If there exist dominating rows in resulting matrix,
delete dominated rows.

A matrix is minimally imperfect if it is not perfect, but its each minor is perfect.

Theorem 8 (Grinstead 1982). A clutter defined by a DBNS near-factor is
minimally imperfect if and only if it is a clique clutter of an odd hole or an odd
antihole.

Theorem 9. A clutter defined by a DBNS 1-overlapped factor is minimally
non-ideal if and only if it is an edge clutter of an odd cycle or one of exceptional
10 clutters.
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複素球面上のデザインとコード

東北大学大学院情報科学研究科　須田庄

1 序

1977年, Delsarte, Goethals, Seidelは実球面上の空でない有限部分集合に対してデザインの概念
を定義した [1]. 本講演では複素球面に対してデザインの概念を定義し, 複素球面上でのデルサルト理
論を構築することを目標とする. 本研究はWaterloo大学の Aidan Royとの共同研究に基づく.

2 Complex spherical design and code

Ω(d)を複素ベクトル空間 Cd の単位球面とし, X を Ω(d)の有限部分集合とする. (k, l) ∈ N2 に対
して, Hom(k, l)を多項式環 C[z1, . . . , zd, z̄1, . . . , z̄d]の {z1, . . . , zd}に関して k 次, {z1, . . . , zd}に関
して l次の多項式で, 定義域を Ω(d)に制限したものからなる集合とする. 非負整数の組からなる集合
N2に半順序¹を次のように定義する: (k, l) ¹ (m,n) とは k ≤ m かつ l ≤ nのこととする. 半順序
集合 (N2,¹)の lower setとは N2の有限部分集合 T で次の性質をみたすものである: T の任意の元
(k, l)に対して, (m,n) ¹ (k, l)となる (m,n)も T の元である. lower setを用いて複素球面のデザイ
ンの定義を次で与える:

Definition 2.1. T を N2 の lower setとする. このとき X が T -デザインであるとは, T の任意の
元 (k, l)と任意の多項式 f ∈ Hom(k, l)に対して次が成立つときとする:

1
|X|

∑
z∈X

f(z) =
∫

Ω(d)

f(z) dz.

X の inner product setを次で定義する: A(X) = {a∗b : a, b ∈ X, a 6= b}. F (x) ∈ R[x, x]が X

の annihilator polynomialであるとは任意の α ∈ A(X) ∪ {1}に対して F (α) = δα,1 が成立つときと
する.

Definition 2.2. X が complex spherical code of degree s であるとは |A(X)| = s のときとする.
Lower set Sに対して, Xが S-codeであるとはXのある annihilator polynomial F (x) ∈ Span{xkx̄l |
(k, l) ∈ S}が存在するときをいう.

3 Bounds on designs and codes

N2の部分集合 U に対して, U とそれ自身の convolutionを次で定義する: U ∗U = {(k+ l′, k′ + l) :
(k, l), (k′, l′) ∈ U}.

Theorem 3.1. (i) X を T -デザインとする. U ∗ U ⊆ T を満たす lower set U ⊆ T に対して次が
成立つ:

|X| ≥
∑

(k,l)∈U

dim(Harm(k, l)).

1
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(ii) X を S-コードとするとき, 次が成立つ:

|X| ≤
∑

(k,l)∈S

dim(Harm(k, l)).

X が tight design with respect to U であるとは, X が U ∗ U -デザインでかつ Theorem 3.1(i)にお
いて等号が成立するときをいう. 同様に, S-コードX が tightであるとは, Theorem 3.1(ii)において
等号が成立するときをいう. このとき tightnessの同値条件に関する次の定理が成立する:

Theorem 3.2. X を Ω(d)の有限部分集合とし, S を lower setとする. このとき次は同値である:

(i) X は S-コードかつ S ∗ S-デザインである.

(ii) X は tight S-コードである.

(iii) X は tight design with respect to S である.

4 Association schemes

X を空でない有限集合とし, 0 ≤ i ≤ sに対して Riを空でないX 上の二項関係とする. Riの隣接
行列 Aiとは行,列ともにX で添え字付けられた正方行列で (x, y) ∈ Riのとき (Ai)xy = 1, それ以外
のとき (Ai)xy = 0となるものである. このとき,有限集合とそれ上の二項関係の組 (X, {Ri}s

i=0)がア
ソシエーションスキームであるとは次の条件を満たすときをいう:

(i) A0 は単位行列.

(ii)
∑s

i=0Ai = J , 但し J はすべての成分が 1の行列である.

(iii) 任意の iに対してある i′ が存在して AT
i = Ai′ .

(iv) 任意の i, j ∈ {0, 1, . . . , s}に対して AiAj ∈ Span(A0, A1, . . . , As).

(v) 任意の i, j に対して AiAj = AjAi.

次の定理はデザインとアソシエーションスキームを結び付ける非常に興味深い定理といえる.

Theorem 4.1. U を lowe setとし, X を degree sの U ∗ U-デザインとする. このとき次が成立する:

(1) |U| ≤ s+ 1.

(2) もし s ≤ |U|とすると, X と A(x)から定まる二項関係はアソシエーションスキームになる.

(3) |U| = s+ 1のとき, X は tight design with respect to U となる.
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Lehmer codeから定まるある半順序集合の
構造について

盛岡大学 冨江雅也

tomie@morioka-u.ac.jp

置換 τ ∈ Snが π ∈ Sk pattern avoiding であるとは如何なる τ の部分
列 τ(i1)τ(i2) · · · τ(ik)(1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n)に対してもその大小関
係が πと異なる時をいう。pattern avoiding は置換の性質を表す言葉と
してしばしば現れる。一方で半順序集合P およびQにおいてP がQ-free
であるとは、P がQを部分半順序集合として含まない時をいう。置換お
よび半順序集合において定義されたこれらの条件は部分集合におけるパ
ターンに着目する点において互いに似通っていると考えられる。
対称群Snの元ωに対してLehmer code c(ω) = (c1(ω), c2(ω), . . . , cn(ω))

（ただし ci(ω) = ♯{j | ω(i) > ω(j), i < j}）を定めることができる。弱
Bruhat順序において ω以下となる元の集合Λωに対応する Lehmer code
の集合 c(Λω)はNnにおける直積順序のもとで分配束となることが知られ
ている。c(Λω)は分配束ゆえ join irreducibleとなる部分半順序集合P (ω)
における ideal全体に包含関係を入れたものと順序同型となる。とくに
P (ω)を base posetという。[1] DenoncourtはLehmer codeから定まる分
配束 c(Λω)およびその base posetP (ω)の表示を [2]において与えた。今
回対称群の元ωおよび、P (ω)の間に以下の関係があることを見つけたの
で報告する。

定理 1. ωが 3412 pattern avoiding もしくは 3421 pattern avoiding であ
ることと P (ω)がB2 freeであることは同値である。ただしB2はランク
が 2のBoole代数である。

参照文献

[1] G. Birkhoff, Lattice Theory, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. No. 25,
Americam Mathematical Society, Providence, RI, 1967.

[2] H. Denoncourt, A refinement of weak order intervals into distributive
lattices, arXiv:1102.2689.
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組み紐配置に関する階数2の微分作用素の
加群の基底について

中島　規博　（北海道大学）
naka n@math.sci.hokudai.ac.jp

Kを標数 0の体とする．また，SをK上の n変数多項式環とする．Kn

の原点を通る超平面の有限集合 AをKn上の central arrangement と呼
び，Q := Q(A) :=

∏
H∈A pH を一つ固定してAの定義多項式という．た

だし，pH はH ∈ Aを定義する斉次一次多項式である．

Definition 1 (階数mのA-微分作用素の加群). 階数がm階斉次の微分
作用素の加群をD(m)(S) :=

⊕
|α|=m S∂α とおく．階数mのA-微分作用

素の加群を以下で定義する：

D(m)(A) := {θ ∈ D(m)(S) | θ(Q(A)S) ⊆ Q(A)S}.

ただし，αはmulti-indexである；|α| = α1+· · ·+αnかつ∂α = ∂α1
1 · · · ∂αn

n .

このとき，D(m)(A)は S-加群である．

D(1)(A)はA-導分加群と呼ばれ、その自由性の研究は広く研究されて
いる．また，D(1)(A)が自由S-加群であるとき，Aを自由配置と呼ぶ．有
限Coxeter群の鏡映面として現れるCoxeter配置やその部分配置の自由性
については多くの研究結果がある．特にCoxeter配置は自由であることが
知られており（齋藤恭司氏），その導分加群の基底もよく知られている．
与えられたいくつかの元がD(m)(A)の基底をなすかどうかを判定する
便利な方法がある．特にm = 1の時は，Saitoの判定法と呼ばれている．

sm :=

(
n+m− 1

m

)
, tm :=

(
n+m− 2

m− 1

)
とおく．

{α(1), . . . ,α(sm)}
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をm次の単項式全体の集合とする．このとき，θ1, . . . , θsm ∈ D(m)(A)に
対して sm × sm行列を

Mm(θ1, . . . , θsm) :=


θ1

(
xα(1)

α(1)!

)
· · · θsm

(
xα(1)

α(1)!

)
...

. . .
...

θ1

(
xα(sm)

α(sm)!

)
· · · θsm

(
xα(sm)

α(sm)!

)


と定義する．ただし，α = (α1, . . . , αn)に対してα! = (α1!) · · · (αn!)と定
義する．

Proposion 2. θ1, . . . , θsm ∈ D(m)(A)とする．以下の2条件は同値である：

(1) detMm(θ1, . . . , θsm) = cQtm
A for some c ∈ K×,

(2) θ1, . . . , θsmはD(m)(A)の S上の基底をなす．

この事実を使って主定理を証明した．

Definition 3 (組み紐配置).

Q(A) =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)

によって定義される中心的超平面配置を組み紐配置（A型Coxeter配置）
と呼ぶ．

基本対称式を使うことによって，Aを組み紐配置としたときのD(2)(A)

の基底を構成することが出来たので紹介する．

Theorem 4 (主定理). Aを組み紐配置とする．このときD(2)(A)は自由
S-加群である．
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multiply-lacedな d-complete posetの標準盤の等確率生成

multiply-laced な d-complete posetの標準盤の等確率生成

KENTO NAKADA

1. はじめに

C.Greene, A.Nijenhuis, H.S.Wilfは, 1979年の論文 [2] で, Young diagramの linear
extensionを確率的に生成するアルゴリズム (GNW-algorithm)を考案した.このアルゴ
リズムが linear extensionを一様に生成することから, linear extensionの総数を与える
hook formulaの別証明が得られる.
このアルゴリズムは,論文 [3][4] によって, d-complete posetと呼ばれる Young dia-

gramを含むかなり大きなクラスに対して適用できることが分かり,特に, d-complete
posetの linear extensionの総数を与える hook length formulaが得られる.これは D. Pe-
tersonの hook formula [1]の simply-lacedの場合の証明を与える.
本講演では,このアルゴリズムが multiply-lacedの場合にも適用できることを紹介

する.

2. （一般化された）GNW-

有限非巡回有向グラフ Γ = (V; A)が与えられているとする. v ∈ V(Γ) に対して,
φ(v) :=

{
a ∈ A aは vから出る arrow

}
とおく. GNW-algorithmは２段階の procedure

からなる.まず,次のアルゴリズムを考える:

- Procedure CHW(Γ )

10: Chose an elementv ∈ V(Γ) with a probability
1

#V(Γ)
20: if #φ(v) = 0 then GOTO 60

30: Chose an elementa ∈ φ(v) with a probability
1

#φ(v)
40: PUTv := (aの sink)
50: GOTO 20
60: OUTPUTv; STOP

さらに次のアルゴリズムを考える:

- Procedure GNW(Γ )
10: if #V(Γ) = 0 then STOP
20: RUN Procedure CHW(Γ ) ( CHW( Γ )から得られる OUTPUTを vとする )
30: PutΓ := Γ − v ( Γにおける V(Γ) − {v}による誘導部分グラフ )
40: GOTO 10

この確率アルゴリズムによって Γの頂点列 B = (v1, · · · , vd)が確率的に選ばれる.
この確率を ProbΓ(B)と書く.ただし,ここで d = #V(Γ).

Definition1. Γの頂点列 B = (v1, · · · , vd)が Γの linear extensionであるとは
if vp→ vq, then we havep > q, (p,q ∈ {1, · · · ,d})を満たすことである.
Γの linear extensionの全体を L (Γ)と書く.

1

-27-



multiply-lacedな d-complete posetの標準盤の等確率生成 KENTO NAKADA

3. 主定理

Theorem 3.1. Γ をグラフ B または Fm (m ≥ 2) の graph-filterとする. このとき,
GNW-algorithmは linear extension(v1, · · · , vd) ∈ L (Γ)を次の確率で生成する:

(3.1) ProbΓ(v1, · · · , vd) =

∏
v∈V(Γ)(1 + #φ(v))

d!
.

Corollary 3.2. ProbΓ()は L (Γ)上の一様分布である.

Proof. (3.1)の右辺は linear extensionに依存していないから. �

Corollary 3.3.

#L (Γ) =
d!∏

v∈V(Γ)(1 + #φ(v))
.

Proof. Corollary3.2から従う. �

3.1. グラフ B. 集合 Bを次で定める:

B :=
{
(i, j) ∈ N × N i ≤ j

}
.

B上のグラフ構造を次で定める:


(i, j) → (i′, j′) if “ i = j and i′ = i, j′ > j”,
“i < j and i′ = i, j′ > j”,
“i < j and i′ > i, j′ = j”,

or “i < j and i′ = j, j′ > i”,
(i, j) ⇒ (i′, j′) if “i < j and i′ = j′ = j”,

j jjf - f - f - f · · ·
??
@
@R ? ?

HHHHj
A
A
A
AU

j

®®

f - f - f
®??

@
@R ?

®®

f - f
®®??f · · ·. . .

3.2. グラフ Fm. 2以上の整数mに対して,
集合 Fmを次で定める:

Fm :=

 (i, j) ∈ N × Z
“i = 0 and j ≥ −m”,
“i = 1 and j ≥ 0”,
or “2 ≤ i ≤ m and j = 0”

 .

Fm上のグラフ構造を次で定める:


(i, j) → (i′, j′) if “ i = 0, j ≤ −1 and i′ , − j, j′ > j”,
“i = 0, j = 0, and j′ > 0”,
“i = 1, j = 0, and i′ = 1, j′ > 0”,
“i = 1, j = 0, and i′ > 1, j′ = 0”,
“i ≥ 2, j = 0, and i′ > i, j′ = 0”,
“ j ≥ 1 and i′ = i, j′ > j”,

or “ j ≥ 1 and i′ > i, j′ = j”,
(i, j) ⇒ (i′, j′) if i = 0, j = 0, and 0< i′, j′ = 0,

jj jjj jj jjf - f - f - f
??

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

A
A
A
AU

f
®®

J
J

J
J

J
JĴ

B
B
B
B
B
BBN

?

®®

f
®?f

PPPPPPPq

XXXXXXXXXz z z

HHHHj

PPPPPPPq

XXXXXXXXXz z
@
@R

HHHHj

PPPPPPPq

jjjj jj- f - f - f · · ·
? ? ?j jj- f - f - f · · ·

R

[1] J. B. Carrell,Vector fields, flag varieties, and Schubert calculus, Proc. Hyderabad Conference on Algebraic
Groups (ed. S. Ramanan), Manoj Prakashan, Madras, 1991.

[2] C. Greene, A. Nijenhuis, and H. S. Wilf,A probabilistic proof of a formula for the number of Young tableaux
of a given shape, Adv. in Math.31 (1979), 104-109.

[3] K. Nakada, and S. Okamura,Uniform generation of standard tableaux of a generalized Young diagram,
preprint.

[4] S. Okamura,An algorithm which generates a random standard tableau on a generalized Young diagram(in
Japanese), master’s thesis, Osaka university, 2003.

2
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擬似乱数の識別不可能性概念の相互関係に
ついて1

縫田　光司（NUIDA, Koji）2

k.nuida@aist.go.jp

二つの有限集合X,Y の間の写像 G:X → Y を、一様ランダムな入力 x ∈ X

に応じて何らかの意味で「ランダム」な出力 G(x) ∈ Y を生成する擬似乱数

生成器と考えたい。暗号理論においてこのGに課される代表的な条件はGの

出力分布の「識別不可能性」であり、例えば以下のように定式化される。

定義 1. T と εを正の実数とする。時間 T 以内で停止する任意の 1ビット出

力（確率的）アルゴリズムD:Y → {0, 1}に対して、不等式

AdvG(D): = Pr[D(G(x)) = 1]− Pr[D(y) = 1] ≤ ε (1)

（ただし、x ∈ X と y ∈ Y はともに一様分布に従って選ばれるとする）が常

に成り立つとき、Gは (T, ε)-識別不可能であると定義する。

上のアルゴリズムD（擬似乱数生成器Gに対する識別者と称される）の出

力 0を「真の乱数」、1を「擬似乱数」と対応付けて、Gの出力もしくは Y

上の一様分布に従って選ばれた元のいずれかをDに渡したとき、それが前者

（擬似乱数）であるか後者（真の乱数）であるかを正しく判定する確率が、で

たらめに半々の確率で判定するのと比べて殆ど改善できない（つまり、真の

乱数と見分けることすらできないほどGの出力分布はランダムである）とい

うのがGの識別不可能性の直感的な解釈の一つである。さて、定義 1では識

別者Dとして 1ビット出力のものだけを考慮したが、より木目細かく多ビッ

ト出力を行う識別者D:Y → {0, 1}nを考慮することもできる。そうして得ら
れる識別不可能性の定義は以下のようになる [1]3。

定義 2. T と εを正の実数、nを正の整数とする。時間 T 以内で停止し、出力

が nビット以下であるような任意の（確率的）アルゴリズムD:Y → {0, 1}m

（1 ≤ m ≤ n）に対して、不等式

AdvG(D):=
1

2

∑
z∈{0,1}m

|Pr[D(G(x)) = z]− Pr[D(y) = z]| ≤ ε (2)

（ただし、x ∈ X と y ∈ Y はともに一様分布に従って選ばれるとする）が常

に成り立つとき、Gは (T, n, ε)-識別不可能であると定義する。
1本発表は、京都大学の阿部拓郎・前野俊昭両氏、山口大学の鍛冶静雄氏、東京大学/JST

CREST の沼田泰英氏との共同研究に基づく。
2産業技術総合研究所 (AIST) 情報セキュリティ研究センター (RCIS)
3原論文では、個々の Gではなく Gのパラメータを変化させて得られる擬似乱数生成器の族

に対して識別不可能性を定義している（し、実はそういう定義の方が現在の暗号理論では一般的
である）が、本発表では話を簡単にするために個々の G に着目した定義を採用する。
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m = 1のときは定義 1と定義 2に現れる量AdvG(D)（の絶対値）が一致す

るため、Gが (T, n, ε)-識別不可能であれば (T, ε)-識別不可能でもある。逆に、

Gが (T, ε)-識別不可能であれば、T と εと nから定まる何らかのパラメータ

T ′と ε′について (T ′, n, ε′)-識別不可能でもある、という方向の関係は存在す

るだろうか。この問題について、話者らの研究 [2]で以下の結果を得た。

C を {0, 1}n の冪集合、C′ ⊂ C とする。Z1, Z2 ∈ C について、集合 Z1 と

Z2の対称差の濃度を d(Z1, Z2)と定めると、dは C上の距離となる。ここで、
「C′ を中心とする C の半径」を rと置く：

r = r(C; C′):= max
Z∈C

min
Z′∈C′

d(Z,Z ′) . (3)

一方、z ∈ {0, 1}nについて、{z}の特性関数 χz = χ{z}: {0, 1}n → {0, 1}を識
別者D:Y → {0, 1}nと合成する際の計算量の増分（直感的には、大体χz自体

の計算量）の上界を δと置く。同様に、Z ∈ C′の特性関数χZ : {0, 1}n → {0, 1}
を識別者Dと合成する際の計算量の増分（直感的には、大体 χZ 自体の計算

量）の上界を δ′ と置く。この状況で以下の関係が成り立つ。

定理 1 ([2]). 上の状況で、Gが (T + δ, ε)-識別不可能かつ (T + δ′, ε′)-識別不

可能ならば、Gは (T, n, rε+ ε′)-識別不可能である。

δ ≈ 0と考えられるので、あとは δ′ が充分小さくなるように C′ ⊂ C を選
んだ場合に、「半径」rがあまり大きくならなければ、定義 1の識別不可能性

から定義 2の識別不可能性を導く際のパラメータに関する損失があまり大き

くならずに済むことになる。従って、この値 rを見積もることが重要である。

ここで、C の元 Z をその特性関数 χZ と同一視すると、値 rを見積もる問題

は以下のように一般化することができる：

関数の集合 C とその部分集合 C′（および二つの関数 f, g ∈ C の
「距離」d(f, g) の定義）が与えられたとき、(3) 式で定義される

「C′ を中心とする C の半径」の見積もりを与えよ。

この一般化された問題（「関数密度問題」と呼ぶことにする）には、上記の擬

似乱数の理論以外にも、ハッシュ関数の安全性評価など情報セキュリティ分

野への応用が考えられる [2]ため、今後の数学的な議論の展開を期待する。

参考文献

[1] B. Dubrov, Y. Ishai, “On the randomness complexity of efficient sam-

pling,” Proceedings of STOC 2006, pp.711–720 (2006)

[2] K. Nuida, T. Abe, S. Kaji, T. Maeno, Y. Numata, “A mathematical

problem for security analysis of hash functions and pseudorandom gen-

erators,” to appear in IWSEC 2011, November 9, 2011
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Matroidから決まるある 0次元 Gorenstein環について

沼田泰英∗

有限体 Fq 上の n次元ベクトル空間 Fn
q を V とおく. (qn − 1)/(q − 1)個の元からなる V の部分集合であっ

てどの二元も一次従属となるようなものを一つ選び E とおく. 別な言い方をすると E は射影空間 PV の完全
代表系である. また, F = {B ⊂ E B は一次独立 } と置き, M = (E,F)と置く.

E の元でパラメトライズされた変数についての有理数係数多項式環 Q[xv|v ∈ E]を Aとおく. X ⊂ E に対

して
∏

v∈X xa を xX と略記する.

M の情報から決まる, Aのイデアル JM , J ′
M , J ′′

M を以下で定義する.

G(0)
M =

{
x2
v v ∈ E

}
G(1)
M = { xX X ⊂ E, X ̸∈ F }

G(2)
M = { xX′ − xX X,X ′ ∈ F , ⟨X⟩ = ⟨X ′⟩ }

GM = G(0)
M ∪ G(1)

M ∪ G(2)
M

とおき, JM を GM で生成されるイデアルとして定義する. X ∈ F に対し　,

φ
(X)
M =

∑
X′∈F :⟨X′⟩=⟨X⟩

xX′

Annφ
(X)
M =

{
f ∈ R f(∂).φ

(X)
M = 0

}
とおく, ただし, f(∂)は多項式 f の各変数 xv に対応する偏微分作用素 ∂

∂xv
を代入することで得られる作用素

を表し, f(∂).φ
(X)
M はその作用素を多項式 φ

(X)
M に作用させて得られる多項式を表す. この時, Annφ

(X)
M は A

のイデアルとなる.
∩

X∈F Annφ
(X)
M を J ′

M とおく. また, #X = nである X ∈ F を用い, ΦM = φ
(X)
M と定

義する. φ
(X)
M の定義から ΦM は X の選び方によらないことは明らかである. AnnΦM を J ′′

M とおく.

このとき, 次が成り立つことを, 京都大学の前野俊昭氏との共同研究で得た.

Theorem 0.1.

• JM = J ′
M .

• JM = J ′′
M . 従って R = A/JM = A/J ′

M = A/J ′′
M は Gorenstein.

• A/JM は, strong Lefschetz性をもつ.

• GM は JM の universal Gröbner基底. 従って Rは 0次元 (Qベクトル空間として有限次元).

∗ 東京大学情報理工学系研究科/JST CREST

1
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距離集合の話

野崎　寛
東北大学大学院情報科学研究科
日本学術振興会特別研究員 PD
nozaki@ims.is.tohoku.ac.jp

ユークリッド空間上の有限集合X で，互いに異なるX上の 2点間のユー
クリッド距離の集合のサイズが sのとき，X は s-距離集合と呼ばれる. つま
り，A(X) = {

√∑
(xi − yi)2 | x, y ∈ X,x ̸= y}としたときに |A(X)| = sを

満たすときを言う．例えば，正五角形の頂点集合は，2次元ユークリッド空間
上の 2距離集合であることが直ちに分かると思う．s-距離集合の主な問題の一
つは，次元と sの値を固定した時に，最大の元の個数を持つ s-距離集合を与
えること，または分類することである．本講演では，距離集合における，主
要な定理たちと，最大距離集合について知られている結果を，発表者が最近
得た結果とともに与える．具体的には以下の定理たちを紹介する予定である．

Sd−1で Rdの単位球面を表わす．

Theorem 1 (Delsarte–Goethals–Seidel (1977), Bannai–Bannai–Stanton (1983),
Bannai–Kawasaki–Nitamizu–Sato (2003)). X を s-距離集合とする．

(1) X ⊂ Rdならば，|X| ≤
(
d+s
s

)
.

(2) X ⊂ Sd−1ならば，|X| ≤
(
d+s−1

s

)
+

(
d+s−2
s−1

)
.

(3) X ⊂ Sd−1かつX = −X ならば，|X| ≤ 2
(
d+s−2
s−1

)
.

(4) X ⊂ Rdが p個の同心球面に乗るならば，|X| ≤
∑2p−1

i=0

(
d+s−i−1

s−i

)
.

(5) X ⊂ Rd が p 個の同心球面に乗りかつ，X = −X ならば，|X| ≤
2
∑p−1

i=0

(
d+s−2i−2

d−i

)
.

Theorem 2 (Nozaki (2011)). X ⊂ Rdを s-距離集合とし (s ≥ 2)，A(X) =
{α1, . . . , αs}とする．N =

(
d+s−1
s−1

)
+
(
d+s−2
s−2

)
とする．そのとき |X| ≥ 2N と

仮定すると，それぞれの j = 1, . . . , sに対して，
∏

i̸=j α
2
i /(α

2
i −α2

j )が整数Kj

になる. さらに |Kj | ≤ ⌊1/2 +
√
N2/(2N − 2) + 1/4⌋が成り立つ．

(, ) でユークリッド空間上の標準的な内積を表わす．B(X) := {(x, y) |
x, y ∈ X,x ̸= y} = {β1, . . . , βs} とおく．d 次元ゲーゲンバウワー多項式
G

(d)
k (t) = Gk(t)は以下で定義される：

tGk(t) = λk+1Gk+1(t) + (1− λk−1)Gk−1(t)

ここで λk = k/(d+ 2k − 2), G0(t) ≡ 1，G1(t) = d · t.
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Theorem 3 (Delsart–Goethals–Seidel(1977)). Xを Sd−1上の s-距離集合と
する．Dを区間 [−1, 1)の部分集合とする．多項式 F (x) =

∑
i fiGi(t)(fiは実

数)が，次を満たすとする．

• F (β) ≤ 0 for any β ∈ D.

• f0 > 0, fk ≥ 0 for any k > 0.

そのときB(X) ⊂ Dならば，|X| ≤ F (1)/f0.

hi =
(
d+s−1

s

)
−

(
d+s−3
s−2

)
, h1 = d, h0 = 1とする．

Theorem 4 (Nozaki–Shinohara (2010)). X を Sd−1 上の s-距離集合とす
る．

∏
β∈B(x)(t − β) =

∑s
i=1 fiGi(t)と展開されるとする．そのとき |X| ≤∑

i:fi>0 hi.

Theorem 5 (Nozaki–Suda (2011)). XをSd−1上の s-距離集合かつ球面 (2s−
i)-デザインとする．ここで 2 ≤ i ≤ s+ 1. そのとき，

|X| ≤
s∑

k=0

hk − hs−i+1.

知られている最大距離集合の元の個数：

s 2 3 4 5

size 5 7 9 12

Maximum s-distance set in R2

n 2 3 4 5 6 7 8

size 5 6 10 16 27 29 45

Maximum 2-distance set in Rn

n 2 3

size 7 12

Maximum 3-distance set in Rn

n 2 3 4 5 6 7 · · · 21 22 24 · · · 39
size 5 6 10 16 27 n(n+1)

2 275 n(n+1)
2

Maximum 2-distance set in Sn−1

n 2 3 8 22

size 7 12 120 2025

Maximum 3-disntace set in Sn−1
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Obstruction to shellabilityとpure-skeleton

八森正泰 筑波大学大学院システム情報工学研究科
〒 305-8573 茨城県つくば市天王台 1–1–1
E-mail: hachi@sk.tsukuba.ac.jp

単体的複体∆のファセット (=極大な面のこと)を σ1, σ2, . . . , σtの順に並べ、
各 j ≥ 2に対して (σ1 ∪ · · · ∪σj−1)∩σjが (dim σj − 1)次元の純な単体的複体であ
るように出来るとき、∆は shellableであるという。また、この並べ方を shelling
という。(注：ここでは、∅ ∈ ∆を−1次元の面として扱っている。また、純な単
体的複体とは、ファセットの次元がすべて等しい単体的複体のことである。)
単体的複体が、それ自身は nonshellableであるが、頂点集合の任意の真部分

集合への制限は shellableであるとき、obstruction to shellabilityであるとい
う。ここで、単体的複体の頂点集合の部分集合への制限とは、その部分集合上の
面のみからなる部分複体のことである。これは、Wachs [2]によって導入された
概念であり、現在、2次元以下の obstruction to shellabilityが特定されている [4]。
また、Flag complexに関する obstruction to shellabilityも特定されている [5]。

a

a

b

b

a

b

a

b

a

b a

b

(3d) (3e)

(4a) (4c)(4b)

(3a) (3b) (3c)

(1a) (1b) (1c) (2)

1次元の obstruction to shellabilityはすでにWachs [2]で示されている通り、
ただ 1つだけ存在し、これは 4頂点からなる 2辺を非連結に持つ純な単体的複体
である。2次元の obstruction to shellabilityは上の図にリストされている 2次元
の単体的複体と、これらの頂点間に辺を加えることで得られるもの達である [4]。
1次元の場合と異なり、純とは限らない。
純でない単体的複体の shellabilityや関連する性質を調べる上で、次の概念が

役立つことがしばしばある。

定義. 単体的複体∆に関して、∆の i次元の面およびその面からなる部分複体
purei(∆)を pure i-skeletonという。

Shellabilityに関しては、次の定理が基本的な性質の 1つとしてよく知られる。

定理 1. (Björner and Wachs [1]) Shellable な単体的複体 ∆ の任意の pure i-
skeletonは shellableである。

この逆については、次のようになっている。

命題 2. ([4])

(i) dim ∆ ≤ 2の場合、∆が shellableであることと、各 iについて purei(∆)が
shellableであることは等価である。

(ii) dim ∆ ≥ 3の場合、各 iについて purei(∆)が shellableであっても、∆が
shellableであるとは限らない。
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a

b

c

b

c b
a

ed

ed

a

c

b

c a
a c

b

b

f
f

図 1: 命題 2(ii)の逆が成り立たない例

2次元の obstruction to shellabilityの分類では、この (i)の性質が重要な手が
かりとなっていた。逆に、(ii)の性質が 3次元以上の obstruction to shellability
を調べる上での障害の 1つとなっているものと思われる。(ii)の逆が成り立たな
い例としては、例えば、図 1の例がある。図中、{a, b, c, d}は 3次元単体で、ま
た、同じラベルのついた頂点は同一視される。図 1の右図のように、13個の持
つ 2次元の単体的複体に 3次元の単体が 1つ加えられた複体である。
命題 2 (i)の簡単な系として、2次元の obstruction to shellabilityの pure 0-

skeletonおよび pure 1-skeletonは shellableで、pure 2-skeletonは nonshellableで
あるということが分かる。(実際、上記の 2次元の obstruction to shellabilityの分
類からも確認できる。) この性質が 3次元以上についても成り立つかどうかは、
3次元以上の obstruction to shellabilityの分類に向けて、1つの手がかりになる
可能性がある。これを示すのが今回の結果となる次の定理である。

定理 3. ∆が 3次元の obstruction to shellabilityのとき、pure0(∆), pure1(∆),
pure2(∆)は shellableで、pure3(∆)は nonshellableである。

4次元以上の obstruction to shellabilityに関して定理 3と同様の性質が成り立
つかどうかは今の所不明であるが、3次元の場合の証明に用いた言明の一部 ([3])
が高次元では反例があるため、同じ証明法では難しいという状況にある。

Question. 一般に、obstruction to shellability ∆に対して、purek(∆)は k ≤
dim ∆ − 1の場合に shellable、k = dim ∆の場合には nonshellable、が成り立
つか？
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素数体積の整単体に付随する EHRHART 多項式

大阪大学大学院　情報科学研究科
東谷章弘

P ⊂ RN を d 次元整凸多面体とし、∂P をその境界とする。正整数 n について、
i(P, n) および i∗(P, n) を

i(P, n) = |nP ∩ ZN |, i∗(P, n) = |n(P \ ∂P) ∩ ZN |
で定義する。この時、次のようなことが知られている。

• i(P, n) は、n に関する d 次多項式である。
• i(P, 0) = 1、つまり、i(P, n) の定数項は常に１である。
• (Ehrhart 相互法則) i∗(P, n) = (−1)di(P,−n) が成立する。

この多項式 i(P, n) を P の Ehrhart 多項式 と呼ぶ。
整数列 δ0, δ1, δ2, . . . を次の公式で定義する。

(1 − λ)d+1

∞∑
n=0

i(P, n)λn =
∞∑
i=0

δiλ
i.

i(P, n) が n に関する d 次多項式であることから、任意の i > d について δi = 0 で
あることがわかる。この整数列

δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

を P の δ 列 と呼ぶ。また、Ehrhart 相互法則により、

(1 − λ)d+1

∞∑
n=1

i∗(P, n)λn =
d∑

i=0

δd−iλ
i+1

が成立する。
δ 列について、次のようなことが知られている。

• δ0 = 1、δ1 = |P ∩ ZN | − (d + 1) である。
• δd = |(P \ ∂P) ∩ ZN | である。(よって、δ1 ≥ δd が成立する。)
• δi は非負である。([4])

• d = N である時、i(P, n) の最高次の係数 (
∑d

i=0 δi)/d! はP の通常の体積に
一致する。また、正整数 vol(P) =

∑d
i=0 δi は P の正規化体積と呼ばれる。

δ 列の分類について、次元に注目すると、d = 2 の時は [3] により完全に分類され
ているが、d ≥ 3 の場合ではほとんど未解決である。
一方、正規化体積に注目すると、

∑d
i=0 δi ≤ 3 の場合は [2]、

∑d
i=0 δi = 4 の場合は

[1] により完全に分類されている。さらに、
∑d

i=0 δi ≤ 4 の時、全ての δ 列は単体の
δ 列として実現できることが知られている。よって、「任意の δ 列は、単体の δ 列

The author is supported by JSPS Research Fellowship for Young Scientists.
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として実現できるか？」という問いは自然に浮かぶものである。しかし、それは一
般には成立せず、

∑d
i=0 δi = 5 の時に初めて反例が現れる。つまり、単体の δ 列で

はないがある整凸多面体の δ 列になるものが存在する。ゆえに、
∑d

i=0 δi ≥ 5 で δ
列の分類を行う場合、まず単体の δ 列を完全に分類することが本質的であると思わ
れる。本講演では特に、正規化体積が素数の単体の δ 列について議論する。

本講演の主結果は次の定理である。

定理 1. P を 正規化体積が奇素数の d 次元整凸多面体とする。P の δ 列を δ(P) =

(δ0, δ1, . . . , δd) とし、
∑d

i=0 δi = p とする。また、1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ip−1 ≤ d なる正整
数 i1, . . . , ip−1 を、

∑d
i=0 δit

i = 1 + ti
1
+ · · · + tip−1 を満たす整数とする。この時、

(a) i1 + ip−1 = i2 + ip−2 = · · · = i(p−1)/2 + i(p+1)/2 ≤ d + 1 が成立する。
(b) 任意の正整数 k, l を 1 ≤ k ≤ l ≤ p− 1 で k + l ≤ p− 1 を満たすものとした時、
ik + il ≥ ik+l が成立する。

定理 1 を用いることで、正規化体積５および７の単体の δ 列を完全に分類するこ
とができる。

定理 2. (δ0, δ1, . . . , δd) を δ0 = 1 かつ
∑d

i=0 δi = 5 を満たす非負整数列とする。
この時、(δ0, δ1, . . . , δd) を δ 列に持つ整単体が存在する必要十分条件は、i1 + i4 =
i2 + i3 ≤ d + 1 かつ 2i1 ≥ i2, i1 + i2 ≥ i3 を満たすことである。ここで、i1, . . . , i4 は
1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ i4 ≤ d かつ

∑d
i=0 δit

i = 1 + ti1 + · · · + ti4 を満たす正整数である。

定理 3. (δ0, δ1, . . . , δd) を δ0 = 1 かつ
∑d

i=0 δi = 7 を満たす非負整数列とする。この
時、(δ0, δ1, . . . , δd)を δ 列に持つ整単体が存在する必要十分条件は、i1+i6 = i2+i5 =
i3 + i4 ≤ d + 1 かつ 2i1 ≥ i2, i1 + i2 ≥ i3, i1 + i3 ≥ i4, 2i2 ≥ i4 を満たすことである。
ここで、i1, . . . , i6 は 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ i6 ≤ d かつ

∑d
i=0 δit

i = 1 + ti1 + · · · + ti6 を満
たす正整数である。
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ドミノタイリングの数え上げ問題の一般化について

広瀬　稔, 佐藤　信夫

Part 1. 概要

与えられた領域をサイズ 1× 2の長方形（ドミノ）で隙間無く敷き詰めることをタ
イル張りといいます。サイズm× nの長方形のタイル張りの個数を F (m,n)であら
わすと、次の公式が知られています。

Theorem 1. (Kasteleyn，Fisher，Temperley).

F (n,m) =

m∏
j=1

n∏
k=1

(4 cos2(
j

m+ 1
π) + 4 cos2(

k

n+ 1
π))1/4

三次元以上の場合に、タイル張りの総数に関する同様の公式は知られていません。
著者は、Theorem1の高次元領域への一般化を得ました。まず考える領域のサイズを
m1 × · · · ×mnとします。この領域でのマッチング全体の集合を Gとします。まず、
parity s : G → {1,−1}を定義します。著者は次のような公式を得ました。

|
∑
M∈G

s(M)| =
∏

1≤ki≤mi

(
n∑

i=1

4 cos2
kiπ

mi + 1
)1/4

s(M)は Flipという操作によって変化しません。また、長方形のタイル張りは全て有
限回の Flip操作によって移り変わることが知られているので、s(M)はM によらず
常に一定となります。よって、n = 2のとき、この公式は Theorem1そのものとなり
ます。

Part 2. sの定義

考える長方形領域を市松模様状に白と黒で塗ります。白マスの集合をW , 黒マス
の集合をBとすると、タイル張りM にたいして自然に fM : W → Bが定まります。
今、タイル張りM ′を一つ選び固定します。このときタイル張りM に対し、Bの自
己同型群の元、fM ◦ f−1

M ′ : B → B が定まります。sgn : G → {1,−1}を

sgn(M) = sgn(fM ◦ f−1
M ′ )

で定義します。また、ドミノ D = {(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xk+1, . . . , xn)}に対し z(D)
を

z(D) = (−1)x1+···+xk−1

で定義します。s : G → {1,−1}の定義は次のようになります。

s(M) = sgn(M)
∏

D∈M

z(D)

定義から s(M)は Flip操作によって不変なことが分かります。
1
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ドミノタイリングの数え上げ問題の一般化について 2

Part 3. 例

領域が 3× 3× 2の場合を考えます。このとき∏
1≤ki≤mi

(
n∑

i=1

4 cos2
kiπ

mi + 1
)1/4 = 225

であり、また s(M) = 1となるタイル張りは 227通り、s(M) = −1となるタイル張
りは 2通りあります。
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F -threshold とグラフのハミルトン性
松田 一徳 (名大多元数理)∗

以下，G を連結単純グラフ (すなわち，ループと多重辺を持たないような連結
グラフ)とし，G の頂点集合を V (G) = [n], 辺集合を E(G) とする．
本講演で取り上げるのは，次の問題である．

Question 1. G がハミルトングラフであるための必要十分条件を与えよ．

この問題は依然として未解決であるが，これまでに様々な必要または十分条件
が与えられている．その中で講演者が興味を持ったのが，佐藤肇氏と鈴木浩志氏
(名古屋大学)による次の結果である．

Proposition 2. ([SaSu, Theorem 1])任意の素数 p と n > 0 に対し，generalized

quadrangle L(pn) はハミルトングラフである．

上記の結果は，有限体論を用いて示されたものであり，グラフ理論外の道具を
用いて Question 1 に関する結果を示したという点で非常に興味深い．
本講演における主定理を示した動機は，講演者の専門である正標数の可換環論
を用いて,同じように Question 1に関する結果を出せないかと考えたことである．
主定理を述べるために，道具を２つ準備する．まず１つ目は，正標数の可換環
のイデアルの組に対して定義される，F -threshold という不変量である．

Definition 3. ([HuMTW]) R を標数 p > 0 の可換な次数付き Noether 環とし，
m = R+ をその斉次極大イデアルとする．このとき，

cm(m) := lim
e→∞

max{r ∈ N | mr 6⊂ m[pe]}
pe

を R の diagonal F-threshold という．ここで，m[pe] = (xpe | x ∈ m) である．

２つ目の道具は，Herzog-日比-Hreindóttir-Kahle-Rauh と大溪氏 (明治大学)に
よって独立に定義された binomial edge ideal である．

Definition 4. ([HeHiHrKR], [O]) G を連結単純グラフとする．このとき，

JG := (XiYj − XjYi | {i, j} ∈ E(G))

を G の binomial edge ideal という．これは環 S = k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn] のイ
デアルである．

2010 Mathematics Subject Classification: 05C25, 05E40, 05C45, 13A35.
キーワード：ハミルトングラフ，binomial edge ideal, diagonal F -threshold
∗〒 464-8602 名古屋市千種区不老町　名古屋大学大学院多元数理科学研究科
e-mail: d09003p@math.nagoya-u.ac.jp
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主張を述べる前に，用語および記号を定義する．T ⊂ V (G) が独立集合である
とは，任意の相異なる i, j ∈ T に対し，{i, j} 6∈ E(G) となるようなものをいう．
また，α(G) = max{#T | T ⊂ V (G)は独立集合} とおく．
以下が本講演における主定理である．

Theorem 5. G を連結単純グラフとし，JG を G の binomial edge ideal とする．
R = S/JG とし，m = R+ をその斉次極大イデアルとする．このとき，

cm(m) =

{
2 · α(G) α(G) ≥

⌈
n+1

2

⌉
のとき

n α(G) <
⌈

n+1
2

⌉
のとき

となる．特に n ≤ cm(m) ≤ dim R が成り立つ．

主定理から以下の系が導かれる．

Corollary 6. G がハミルトングラフならば cm(m) = n となる．
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グラフのスタックキューミックスレイアウト 

 

宮内美樹† 榎本彦衛‡ 

 

†日本電信電話株式会社 NTT コミュニケーション科学基礎研究所 

‡早稲田大学大学院 経済学研究科 

 

グラフ G の頂点の順序において，L(e)と R(e)をそれぞれ，G の辺 e  E(G)の両端

点で，L(e) < R(e)を満たすものとする．異なる 2 辺 e, f E(G) に対して，e と f

がクロスしているとは， 

 

L(e) ≤L( f ) ≤R(e) ≤R( f ) 

 

を満たすときをいう．また，e と f がネストしているとは， 

 

L(e) ≤L( f ) ≤R( f ) ≤R(e) 

 

を満たすときをいう． 

グラフ G のスタック（キュー）とは， 辺集合 E(G)の部分集合 E’ E(G)で E’のど

の辺もクロス（ネスト）していない部分集合を言う．キュー E’はキュー順序と呼ば

れる以下のような全順序≤を持つ． 

 

e, f  E’, e ≤ f L(e) ≤L( f ) かつ R(e) ≤R( f ) 

 

グラフのスタックレイアウトとキューレイアウトを合わせて一般化したスタック

キューミックスレイアウトがDujmovicとWood[1]によって定義されている．すなわ

ち，グラフはある共通の頂点順序により定義されているスタックとキューのレイア

ウトを持ち，グラフの辺はある1つのスタックかある1つのキューに属する．このよ

うなレイアウトをスタックキューミックスレイアウトと呼び，それを持つグラフを

スタックキューグラフと呼ぶ． 

グラフのスタックレイアウトとキューレイアウトについては，それぞれのスタッ

クデーター構造とキューデーター構造のモデルとなっているが，スタックキューミ

ックスレイアウトは，デックデータ構造（double-ended queue，dequeue）のモデ

ルとなっているとも考えられる． 
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今回は，2 部グラフの細分のスタックキューミックスレイアウトを構成する方法を示

す．グラフの細分のスタックキューミックスレイアウトについては，Dujmović と

Wood[2]によって，次の定理 1 が示された． 

 

定理１．[Dujmović and Wood [2]] 任意の整数 s,q>0 と任意のグラフ G に対して，G

の細分の s-スタック q-キューミックスレイアウトで各辺が 4log(s+q)q sn(G) そして 2 + 

4log(s+q)q qn(G)個の細分点を持つようなレイアウトがそれぞれ存在する．  

 

本論文ではこの結果を改良し次のような s-スタック q-キューミックスレイアウトを構

成する方法を示す． 

 

定理２． 任意の整数 s,q>0 と任意の２部グラフ Gm,nに対して，Gm,nの細分の s-スタ

ック q-キューミックスレイアウトで各辺が 2log(s+q)q n-1 個の細分点を持つようなレイ

アウトを構成できる． 

但し，m,n はそれぞれ V(Gm,n)の 2 つの部集合の頂点数で m n とする． 

 

証明の要点は以下のとおりである．Dujmovićと Wood は論文[2]で完全(s+q,q)木 T

を導入し，T の 1 スタック 1 キューレイアウト L を構成した．このレイアウト L の

頂点順序が主定理 2 の証明の核となる．本章では，この完全(s+q,q)木の頂点集合を

mixed radix representation という概念を用いて記号付けし，それによって 1 スタ

ック 1 キューレイアウト L の頂点順序を式で表現した． 
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Linkのホモロジーの消滅とh-列の非負性について

村井　聡 (山口大学理学部数理科学科)

本講演の内容は佐賀大学の寺井直樹氏との共同研究である. 単体的複体の持つ重要
な組合せ論的不変量の一つに h-列がある. Stanley [1]の古典的な結果から, Cohen–

Macaulayな単体的複体の h-列は非負整数列となる事が知られている. 本講演ではこ
の Stanleyの結果の一般化について紹介する.

初めに単体的複体やその f -列, h-列について簡単に紹介する. 整数の集合 [n] =

{1, 2, . . . , n}上の単体的複体∆とは [n]の部分集合の族であって次の (i), (ii)を満た
すものである.

(i) 任意の i ∈ [n]に対し {i} ∈ ∆.

(ii) F ∈ ∆かつG ⊂ F ならG ∈ ∆.

ここでは便宜上∆は空集合 ∅を元として含むものと仮定する. 単体的複体∆の元を
∆の面という. 整数 kに対し, fk(∆)で∆の面 F で |F | = k + 1となるものの個数を
表すとする. 但し, |F |は F に含まれる要素の個数とする. 単体的複体∆の次元とは

dim∆ = max{k : fk(∆) ̸= 0}

のことである. ∆が (d− 1)次元の単体的複体である時, ベクトル

f(∆) = (f−1(∆), f0(∆), . . . , fd−1(∆))

を∆の f -列 (face vector)という. 但し f−1(∆) = 1とする.

∆が (d−1)次元の単体的複体である時, ∆のh-列 h(∆) = (h0(∆), h1(∆), . . . , hd(∆))

とは次の関係式で定義される整数ベクトルである.

hi(Γ) =
i∑

j=0

(−1)i−j

(
d− j

d− i

)
fj−1(Γ) and fi−1(Γ) =

i∑
j=0

(
d− j

d− i

)
hj(Γ).

関係式により, f -列を知る事と h-列を知ることは同値であることを注意しておく.

h-列を考える上で基本的な問題の一つは,どのような単体的複体に対しh-列が非負
になるか, という問題である. h-列の非負性に関する古典的な結果の一つに, Stanley

が示したCohen–Macaulayな単体的複体の h-列の非負性に関する結果がある.
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単体的複体∆に対し, H̃i(∆;K)で∆の体K上の被約ホモロジー群を表すことに
する. 単体的複体∆とその面 F ∈ ∆に対し, 次で定義される単体的複体 lk∆(F ) を
∆の F ∈ ∆についての linkと呼ぶ

lk∆(F ) = {G ⊂ [n] \ F : G ∪ F ∈ ∆}.

定義. 単体的複体∆が (体K上で)Cohen-Macaulayであるとは, 任意の F ∈ ∆に対
し (F が空集合の場合も考える), H̃i(lk∆(F );K) = 0が全ての i ̸= dim lk∆(F ) につい
て成り立つときにいう.

定理 (Stanley). 単体的複体∆がCohen-Macaulayなら任意の iに対し hi(∆) ≥ 0.

上の Stanleyの定理を, 次で述べるセール条件と呼ばれる性質を満たす単体的複体
に一般化することが本講演の目的である.

定義. (d − 1)-次元の単体的複体 ∆が (体 K 上で)セール条件 (Sr) を満たすとは,

任意の F ∈ ∆に対し (F が空集合の場合も考える), H̃i(lk∆(F );K) = 0が全ての
i < min{r − 1, dim lk∆(F )} について成り立つときにいう.

定義から明らかに, 任意の単体的複体は (S1)を満たす. 一方 r ≥ 2の時, (Sr)を満
たす単体的複体は純 (ファセットの次元が全て一致する) かつ強連結 (任意の 2つの
ファセットF とGに対してF = F1, F2, . . . , Fk = Gというファセットの列で各Fiと
Fi+1が一次元低い面を共有しているものが存在する) である事が知られている. ま
た, (S2)は∆が純で, かつ |F | < dim∆なる任意の面F ∈ ∆に対し lk∆(F )が連結で
ある, という条件と同値であり, r > dim∆ならセール条件 (Sr) はCohen-Macaulay

性に一致する.

我々が得た主結果は次のものである.

定理 1. 単体的複体∆がセール条件 (Sr)を満たすなら, 任意の i = 0, 1, . . . , rに対
し hi(∆) ≥ 0が成り立つ.

上の定理は先に紹介した Stanleyの定理の一般化となっている (r = dim∆ + 1の
時が Stanleyの定理である). 尚, ここでは省略したが, 上の定理において, 整数ベク
トル (h0(∆), h1(∆), . . . , hr(∆))がM -列になる (つまり, あるmulticomplexの f -列と
なる), というより強い結果も成り立つ.

また, 上の定理の系として次の結果も得た.

定理 2. 単体的複体∆がセール条件 (Sr)を満たすなら,
∑

i≥r hi(∆) ≥ 0が成り立つ.
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