
整列擬順序と集合族, および球面タイリ
ングに関する未解決問題

赤間 陽二

1. 整列擬順序と集合族

集合 X 上の集合族 (set system) とは
L ⊆ P (X)であり, 機械学習の学習対象で
あり, 組み合わせ論における超グラフであ
る [4]. [1]において, 集合族の学習困難さ
の目安として, 集合族 に順序型をゲーム
論的な観点から導入し次を証明した:

(1) 擬順序 (Q,≤)が整列擬順序 (well-
quasi-order (wqo)) [9]である必要十分条
件は, その擬順序に関して上に閉じた集合
全体のクラスに順序型が定義される事で
ある. この時両者の順序型は等しい.

(2) 集合族に順序型が定義されるなら
ば, それを連続変形した集合族にも定義さ
れる (Königの木に関する補題による. 順
序型の増大は Ramsey数で評価).

(3) 言語に対する典型的な非決定的演
算たち (Kleene closure, shuffle closure,...)
に対して, 言語族に順序型が定義されるな
ら, その演算を要素ごとに適用して得られ
る言語族にも定義される.

問 1. 木言語 [12] のクラス T に順序型
が定義されているならば, T に属する木
言語に繰り返し演算を施して得られる木
言語全体のクラスにも, 順序型が定義され
ているか?木言語に対する繰り返し shuffle
演算の繰り返しについてはどうか? (難易
度：★. 有限長の文字列言語では解決 [1].)

問 2. (2) における連続変形を計算可能
にしたものは, 基本的に計算論における
semirecursive set [7]を調べるのに使った
positive reductionであり, それを拡張し
た semi-r.e. set [8], weakly semirecursive
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set [8]は, 計算可能擬順序の upper-closed
set の集合を用いて特徴づけられている.
それらと (2)との関係を調べよ.(難易度：
★★. 他の論理関係の未解決問題は [1].)

問 3. Σ ̸= ∅を有限集合とし, Lは Σの
要素の無限列全体上の集合族で, L に順
序型が定義されているとする. この時, L
の言語としての ω 閉包 [12], (L ∈ L)の
クラス, 及び {Lsh ; L ∈ L} もそうか.
ただし Lsh は {ε} ∪ L ∪ (L ⋄ L) ∪ ((L ⋄
L) ⋄ L) ∪ · · · であり, ここで L ⋄ L′ :=∪
{u1v1u2v2 ; u1u2 · · · ∈ L, v1v2 · · · ∈

L′, ui, vi ∈ Σ∗} である. (難易度：★★
★. 有限長の文字列言語では解決 [1].)

組み合わせ論との関連だが,勝手なwqo
(Q,≤)に対して, 集合 Qの要素の無限列
全体が Higman 埋め込みに関し wqo に
なる必要十分条件は, Radoの wqoに同
型なコピーをQが含まない事である [10].
これは, better quasi-order (bqo) [9]の導
入動機になった.

Radoのwqoとbqoは計算論的学習理
論 [13]にも登場する. 集合族 Lに対して,
どんな元 xに も#{L ∈ L ; x ∈ L} < ∞
が成立する時, Lは有限の厚さを持つとい
う. この時順序型が定義される [13].

命題 1 ([13]). Lが有限の厚さを持つが包
含関係に関する無限反鎖を持たなければ,
次の集合族には順序型が定義されている.

L<ω :=
{∪

L′ ; L′ ⊆ L, #L′ < ∞
}

仮定の「有限の厚さを持つ」を「順序型
が定義されている」に置換できない. 実際,
そのように置換した命題の仮定を, D :=
{ {m} ∪ N≥n ; m,n ∈ N} は満たす
が, D<ω に順序型が定義されない [6, 命
題 2.1.27]. なお (D,⊇) に Radoの wqo
に同型なコピーが現れる.

Bqoと集合族の順序型との関連, およ
び, 連続変形と無限反鎖との関連は:

補題 1. (1) Lに順序型が定義されるなら
ば, (L,⊇) は bqo である. また, (L,⊇)
が bqo で L が無限反鎖を持たないなら
ば, L<ω に順序型が定義される.
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(2) 連続変形は有限の厚さを保たない.
集合族が包含関係に関する無限反鎖を持た
なければ, 連続変形したものも持たない.

問 4. 「L は有限の厚さを持つ」,「L に
順序型が定義されている」, 及び「(L,⊇)
は bqo」の関係を調べ, wqoの概念を順
序型が定義されている集合族に一般化し
た [1]ように, bqo [11]も集合族に一般化
し, それが (どんな位相の)連続変形につ
いて閉じているかを調べよ. (難易度★★
★★★.)

2. 合同な球面四角形による球面タイリン
グの分類

タイルである球面四角形の辺の長さが
1辺のみ異なる場合と, 3種類の異なる長
さがある場合の分類が未完であり, 残りの
場合は完了している. [3]
球面四角形によるタイリングのグラフ

は, pseudo-double wheel (赤道上に偶数個
の cycleがありその偶数番目の頂点は北極
と隣接し奇数番目の頂点は南極と隣接す
るグラフ)から 2種類の拡張操作を有限回
繰り返す事により丁度得られる [5]. なお,
グラフが pseudo-double wheelであり,タ
イルが凸な球面四角形ならば本質的にタ
イリングは唯一であるが, 凹なタイルを含
めればそうでない [2].
球面四角形の辺の長さが 1辺のみ異な

るタイルは, 球面四角形によるタイリング
のグラフの双対グラフ, 即ち, planar, 3-
connected, 4-regular graphの完全マッチ
ングを与える. 更にタイルの角に関する
一次 (不)等式系 (頂点に集まる角の和, 面
積)の可解性の条件を満たす. これら条件
を満たし, 球面三角法により, 辺が内点で
交わらない事を示せばよい.
簡単にできそうな事は, 合同な球面等

辺四角形によるタイリングの適当な系列
に着目し, 球面四角形の辺の長さが 1辺の
み異なるタイルによるタイリングに連続
変形可能かを計算機実験する事である.
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