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1 格子多角形/ピタゴラス三角形/ピックの公式

Zd(⊂ Rd)を d次元の整数格子と呼び、点P ∈ ZdをRdの格子点という。Rdの平行
移動で１つの格子点が他の格子点に移るなら、格子点はすべて格子点に移る。従っ
て、平行四辺形の３頂点が格子点なら、残りの頂点も格子点である。格子点を頂点
とする多角形を格子多角形という。

⃝? どんな n > 0に対して、平面上の格子正 n角形が存在するか？

定理 1.1. 正方形以外にR2内の格子正多角形は存在しない。

6 ̸= n ≥ 5の場合の格子正 n角形の非存在につては [Scherrer 1946]の素敵な証明
がある。その議論は d ≥ 3でも通用する。R3内には格子正三角形、格子正 6角形が
存在する。

定理 1.2 (Schoenberg 1937). d ≥ 3のとき、Rd内の格子正 n角形は n = 3, 4, 6の
場合に限って存在する。

系 1.1. d ≥ 3のとき、Rd内の格子点を頂点とする３次元正多面体は、正四面体、立
方体、正８面体に限る。

三辺の長さが整数の直角三角形をピタゴラス三角形という。

定理 1.3. ピタゴラス三角形の１つの鋭角を θとすると、θ/πは無理数である。

もっと一般に次が成立する。

定理 1.4. 0 < θ < π/2のとき cos θが有理数なら、θ = π/3であるか、または θ/π

は無理数である。[2, 11]

定理 1.5 (ピックの公式 G. Pick 1899). 　平面上の格子多角形の内部に含まれる格
子点の個数を I、周上の格子点の個数をBとすると格子多角形の面積は I + B/2− 1

に等しい。
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この公式の証明はいろいろある。単位平行四辺形（I + B = 4となる格子平行四辺形）の面積は

１（極小格子三角形（I + B = 3となる格子三角形）の面積は 1/2）であることを仮定すると、格子

多角形を極小格子三角形に分割しした‘ 平面グラフ ’の三角形の個数を（オイラーの公式を用いて）

数えることによってピックの公式が導かれる。

2 平面およびR4kの特殊な相似変換

定理 2.1 (Lagrangeの 4平方和定理). 任意の正整数は４つの整数の平方数の和と
して表すことができる。[5, 12]

定理 2.2 (M 1995). n = 2または n = 4k (k ≥ 1)とするとき、任意のP ∈ Znに対
してRnの相似変換 f : Rn → Rnで次の条件を満たすものが存在する。{

f(O) = O, f(P ) = (∗, 0, . . . , 0)

f(Zn) ⊂ Zn.

証明. (a, b) ̸= (0, 0)と (x, y, z, w) ̸= (0, 0, 0, 0)に対して、

[[a, b]] =
(

a −b
b a

)
, [[x, y, z, w]] =


x −y z w
y x −w z
z −w −x −y
w z y −x


とおく。これらは、R2, R4 の相似変換の行列である。これらの変換で Z2 ∋ P = (a, b) 7→ (∗, 0),
Z4 ∋ (x, y, z, w) 7→ (∗, 0, 0, 0)となる。

n = 8の場合：P = (. . . , x, y, z, w)は8×8行列
(

[[x, y, z, w]] 0
0 [[x, y, z, w]]

)
により (p, q, r, s,m, 0, 0, 0)

に移される。これは、8× 8行列
(

[[p, q, r, s]] −mI
mI [[p, q, r, s]]t

)
により (∗, 0, . . . , 0)に移される。これら

の行列の積は R8 の相似変換の行列となる。
n = 12の場合：8× 8行列M (M ·M t = λI)で、P の後の方の８個の座標を (∗, 0 . . . , 0)に移す行

列がある。４平方和定理により、λ = a2 + b2 + c2 + d2 となる a, b, c, d ∈ Zがある。すると 12 × 12

行列
(

[[a, b, c, d]] 0
0 M

)
は相似変換の行列で、これによって、P は (∗, ∗, ∗, ∗, ∗, 0, . . . , 0)に移される。

この点は、同様な相似変換で (∗, 0 . . . , 0)に移される。これらの変換の合成を f とすればよい。

注 2.1. 2 < n ̸≡ 0 (mod 4)については、定理 2.2は成り立たない。

定理 2.3. 点集合X ⊂ Z4k ⊂ R4k (k ≥ 1)が R4k の超平面に含まれるなら、X は
Z4k−1 ⊂ R4k−1の部分集合に相似である。
証明. X が超平面を張るとき、超平面の法線ベクトルで、成分がすべて整数のベクトル P がある。
この P に対する定理 2.2の相似変換 f でX を移せばよい。

系 2.1. R4内の任意の格子三角形はR3内の格子三角形に相似である。

系 2.2. n = 4k − 1のとき、Rn内に n次元の格子正単体が存在する。

注 2.2. Rn内の n次元の格子正単体の存在については [Schoenberg 1937]により、次
のことが知られている。nが偶数のときは、n+1が平方数の場合だけ。n ≡ 1 (mod 4)

のときは、n+1が２つの平方数の和の場合のみ。n ≡ 3 (mod 4)のときは常に存在。
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3 格子点のなす角

補題 3.1. m ≥ 0のとき、8m + 7 = b2+c2+d2

a2 となる a, b, c, d ∈ Zは存在しない。

証明. このような整数 a, b, c, dがあるとせよ。a, b, c, dの最大公約数は１としてよい。従って aが偶
数なら、bは奇数としてよい。任意の整数 nに対して n2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)だから、aが奇数のとき、
a2(8m + 7) ≡ 7, b2 + c2 + d2 ̸≡ 7 (mod 8)、また、a が偶数のときは a2(8m + 7) ≡ 0 (mod 4),
b2 + c2 + d2 ̸≡ 0 (mod 4)で、いずれの場合も矛盾が生ずる。

系 3.1. a2(8m + 7)の形の整数は３つの平方数の和で表すことはできない。

定理 3.1 (Legendreの３平方和定理). 正整数 nが３つの平方数の和で表されるた
めの必要十分条件は nが 4i(8m + 7) (i,m ≥ 0)の形の整数でないことである。

３点A,B,C ∈ Znで決まる角（の大きさ）]ABCを Znにおける角という。

Θn = {θ | θ = ]ABC, A,B,C ∈ Zn}

とおく。明らかにΘn ⊂ Θn+1である。

定理 3.2 (Beeson 1992). 　

1. θ ∈ Θ2 ⇔ θ = π/2 or tan θ ∈ Q

2. θ ∈ Θ4 ⇔ θ = π/2 or tan2 θ = a2+b2+c2

d2 (a, b, c, d ∈ Z)

3. θ ∈ Θ5 ⇔ cos2 θ ∈ Q

4. Θ2 ( Θ3 = Θ4 ( Θ5 = Θ6 = . . .

証明. 1.と 2.は定理 2.2を用いる。3. θ ∈ Θnなら、余弦定理により cos2 θ ∈ Q. 逆に cos2 θ ∈ Qなら、
tan2 θ ∈ Qであるから、４平方和定理により、θ ∈ Θ5となる。4. π/3 ∈ Θ3\Θ2, arctan

√
7 ∈ Θ5\Θ4.

系 2.1により Θ3 = Θ4. θ ∈ Θn ⇒ cos2 θ ∈ Q ⇒ θ ∈ Θ5.

4 格子単体の特徴づけ

格子点を頂点とする単体を格子単体と呼ぶ。単体T が格子単体と合同なら、T の辺
の長さの２乗はすべて整数である。逆は正しくない。例えば、辺の長さが 1,

√
7,
√

7

の三角形は格子三角形と合同にはならない。

定理 4.1. 単体 T が格子単体に相似であるための必要十分条件は、T の３つの頂点
で作られる角 θがすべてΘ5に属する（cos2 θ ∈ Qとなる）ことである。

すべての角がΘ5に属することが必要条件であるのは明らかである。これ十分条
件であることを示すため２つの補題を準備する。座標がすべて有理数の点を有理点
と呼ぶ。
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補題 4.1. 　ベクトル v⃗1, . . . , v⃗kが線形独立のとき、aij = v⃗i · v⃗j（内積）を要素とす
る行列式 det(aij)の値は、v⃗1, . . . , v⃗kの張る平行体の体積の２乗に等しい。（この行
列式は v⃗1, . . . , v⃗kのGram行列式と呼ばれている。）

補題 4.2. S = A1 . . . Akを格子単体とし、点 F を Sの張るフラット上の点とする。
このとき、|AiF |2 ∈ Q (i = 1 . . . , k)ならば、F は有理点である。

証明.
−−→
A1F = x2

−−−→
A1A2 + · · · + xk

−−−→
A1Ak とする。各

−−−→
A1Ai と

−−→
A1F の内積をとると、

x2
−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1Ai + · · · + xk

−−−→
A1Ak ·

−−−→
A1Ai =

−−→
A1F ·

−−−→
A1Ai (i = 2, . . . , k) (1)

となる。
−−→
A1F ·

−−−→
A1Ai = (|A1F |2 + |A1Ai|2 − |FAi|2)/2 ∈ Q、同様に

−−−→
A1Ai ·

−−−→
A1Aj ∈ Qであるから、

(1)を有理数係数の連立方程式と見ると、係数行列は正則で、(1)の解はすべて有理数となる。従っ
て x2, . . . , xk ∈ Qで、F は有理点である。

定理 4.1の証明（十分性）. 単体 T の次元 dに関する帰納法。d ≤ 1の場合は定理は明らかに正しい。
d < kの場合は正しいとして、d = kの場合を考える。T = A0A1 . . . Ak とする。T ⊂ Rn+4 (n > k)
で、A1, . . . , AkはRn×{(0, 0, 0, 0)}内の格子点と仮定してよい。すると、正弦定理により、|A0Ai|2 ∈
Q (i = 1, 2, . . . , k)であることがわかる。A0 から S := A1 . . . Ak の張るフラットに下ろした垂線の
足を F とし、h = |A0F |とおく。T の体積の平方 |T |2、および、Sの (k − 1)次元の体積の平方 |S|2
は有理数で、|T | = 1

k |S| · hであるから、h2 = |A0F |2 ∈ Qである。ゆえに、ピタゴラスの定理によ
り、すべての iに対して、|AiF |2 ∈ Qである。補題 4.2により、F ∈ Qn × {(0, 0, 0, 0)}となる。さ
らに、T を平行移動して F = (0, . . . , 0) ∈ Qn+4としてよい。h2は有理数だから、４平方定理によっ
て、h2 = a2+b2+c2+d2

e2 となる a, b, c, d, e ∈ Zが存在する。A′
0 = (0, . . . , 0, a

e , b
e , c

e , d
e ) ∈ Qn+4 とおく

と、A′
0, A1, . . . , Ak はすべて有理点で T と合同な単体を張る。この単体を相似拡大して T と相似な

格子単体が得られる。

定理 4.2 (M 1995). １直線上にない有限個の点の集合Xについて、次の３つは同
値である。

(1) Xは格子点の集合に相似である。

(2) 任意のA,B,C ∈ Xに対して、
(

|AB|
|BC|

)2

∈ Q.

(3) 任意のA,B,C ∈ Xに対して、∠ABC ∈ Θ5.

証明. (1) ⇒ (2) ⇒ (3)は明らか。(3) ⇒ (1): X の凸包の次元を kとすると、k ≥ 2で、X は k次元
単体 T の頂点集合を含み、残りの点は T の張るフラット上にある。後は定理 4.1と補題 4.2を用い
る。

注 4.1. 有限個の点の集合X が１直線上にある場合でも、(1)と (2)は同値である。
この場合、(2)は条件「Xの任意の３点A,B,Cに対して、|AB|

|BC| ∈ Q」と同値になる。

問題 4.1. １直線上にない無限個の点の集合 Y の２点間の距離の平方がすべて整数
なら、Y は格子点の集合に相似か。

１次元単体がR1内の格子単体に相似であることに注意して、定理 4.1の十分性の
証明をたどると、三角形については次の結果が得られる。

定理 4.3. 三角形ABCの３つの内角がΘ5に属し、∠A = α ̸= π
2
とせよ。このとき、
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(1) ABCはR5内の格子三角形に相似である。

(2) α ∈ Θ3ならABCはR3の格子三角形に相似である。

(3) α ∈ Θ2ならABCはR2の格子三角形に相似である。

系 4.1. 　 k = 2, 3に対して、格子三角形の１つの内角（̸= π
2
）がΘkに属するなら、

３つの内角はすべてΘkに属する。

5 相似はめ込みと格子の次元

単体 T の頂点集合と相似な点集合をZd内に取ることを、T のZdへの相似はめ込
みという。
⃝?　任意の n次元格子単体（つまり単体の次元が n）が相似はめ込み出来るような
Zdの次元 dの最小値 δ(n)はいくらか。

定理 4.2と次の定理により、δ(n) ≤ n + 3である。

定理 5.1 (熊田敏宏 1998). n次元単体 T の各辺の長さの２乗が有理数なら、T の
頂点集合はQn+3 (⊂ Rn+3)の部分集合に合同である。（一般に次元を n + 3より小
さくすることはできない。）

この定理は、定理 4.1の証明を、Lagrangeの４平方和定理の代わりに次の命題を用いて、修正す

ることによって証明できる。命題：正の有理数 a, b, c, d, eに対して ax2 = by2 + cz2 + du2 + ev2が自

明でない実数解 (x, y, z, u, v)を持つならば、自明でない有理数解をもつ。（この命題は [Meyer 1884]

の「有理数係数の rank≥ 5の２次形式が R上で自明でない零点を持つなら、Q上でも自明でない零
点をもつ」という定理の特別な場合である。）

１つの頂点から出る辺がすべて直交しているような単体を直交単体という。任意の
単体 T = A0A1A2 . . . Anに対して、ベクトル v⃗i :=

−−−→
A0Ai (i = 1, 2, . . . , n)を Schmidt

の方法で（正規化はせずに）直交化する：

u⃗1 = v⃗1, u⃗2 = v⃗2 −
v⃗2 · u⃗1

u⃗1 · u⃗1

u⃗1, u⃗3 = v⃗3 −
v⃗3 · u⃗1

u⃗1 · u⃗1

u⃗1 −
v⃗3 · u⃗2

u⃗2 · u⃗2

u⃗2, . . . .

すると、B0 = A0,
−−−→
B0Bi = u⃗i (i = 1, 2, . . . , n)となる直交単体B0B1B2 . . . Bnが得ら

れる。得られる直交単体は、要の頂点 A0の選び方、直交化する順序によって異な
る。補題 4.2を用いて次の補題が証明できる。

補題 5.1. 単体 T がZdに相似はめ込み出来るための必要十分条件は、T から直交化
して得られる直交単体（の１つ）が Zdに相似はめ込みできることである。

補題 5.2. 格子直交四面体の３つの直角三角形の１つはΘ4に属する鋭角をもつ。
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証明. 直交する３辺の長さを ξ, η, ζ とする。(ξη)2 が３つの平方数の和で表されるなら、(ξ/η)2 =
(ξη)2/η4 より、ξ, η を２辺とする直角三角形の鋭角は Θ4 に属する。(ξη)2, (ηζ)2 のいずれも３つの
平方数の和で表せないなら、これらは 4i(8k + 7)の形の整数で、72 ≡ 1 (mod 8)より、(ξη2ζ)2は３
つの平方数の和で表される。従って (ξ/ζ)2 は (b2 + c2 + d2)/a2 (a, b, c, d ∈ Z)の形に表され、長さ
ξ, ζ の２辺を含む直角三角形の鋭角は Θ4 に属する。

注 5.1. 格子四面体がΘ4に属する角をもつとは限らない。例えば、１対の対辺の長さが 2で残りの
４つの辺の長さが

√
8の格子四面体は Θ4 に属する角を持たない。

定理 5.2 (M 1998). 任意の格子直交四面体は（従って、任意の格子四面体は）Z5

に相似はめ込み可能である。

証明. 格子直交四面体と相似な直交四面体をOABCとし、３辺OA,OB,OCが直交するとする。補
題 5.2により、OAB,OBC,OCAの１つは Z4 に相似はめ込みできる。従って、O,A,B ∈ Z4, O =
(0, 0, 0, 0)としてよい。|OC| = ηとおく。４平方和定理により、η2 = x2+y2+z2+w2なるx, y, z, w ∈ Z
がある。相似変換 [[x, y, z, w]]で三角形OABは η倍された三角形OA′B′に移る。O,A′, B′ ∈ Z4を
Z4 × {0} ⊂ Z5の点とみなし、C ′ = (0, 0, 0, 0, η2)とすると、三角形OA′B′C ′は三角形OABC に相
似で Z5 にはめ込まれている。

従って、δ(1) = 1, δ(2) = δ(3) = 5である。

問題 5.1. n ≥ 3なら δ(n) ≤ n + 2か。

問題 5.2. Z4に（従って、Z3に）相似はめ込み可能な四面体を特徴づけよ。３頂点
のなす角がすべてΘ3に属するような四面体は Z4にはめ込み可能か。

6 対合/フェルマーの２平方和定理

写像 f : S → Sが f ◦ f = idを満たすとき、f を Sの対合 (involution)という。

補題 6.1. 有限集合 Sの任意の対合 f : S → Sに対して、次が成立する。
[f の不動点の個数] ≡ |S| mod 2.

例 6.1. n ∈ Nに対して nの約数の個数 =

{
奇数 nが平方数のとき

偶数 nが非平方数のとき
（対合 {nの約数の集合 } ∋ a 7→ n/a ∈ {nの約数の集合 }を考える。）

定理 6.1 (フェルマーの２平方和定理). 素数 p = 4k + 1は２つの平方数の和として
p = a2 + b2 (a, b ∈ N)と表すことができる。

証明. （D. Zagier）5 = 4 · 1 + 1 = 22 + 12で、4 · 2 + 1 = 9は素数ではないから、k > 2の場合を考
える。

S = {(x, y, z) ∈ N3 | x2 + 4yz = p}
A = {(x, y, z) ∈ S | x < y − z}
B = {(x, y, z) ∈ S | y − z < x < 2y}
C = {(x, y, z) ∈ S | 2y < x}
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とおく。（<が =になる場合は生じない。）(1, k, 1) ∈ A, (1, 1, k) ∈ B, (3, 1, k − 2) ∈ C であるから、
A,B,C は空集合ではない。また、S = A ∪ B ∪ C(disjoint union)となっている。A ∋ (x, y, z) 7→
(x + 2z, z, y − x − z) ∈ C が全単射になるから、|A| = |C|である。また、B ∋ (x, y, z) 7→ (2y −
x, y, x− y + z) ∈ Bは Bの対合で、その不動点は (1, 1, k)のみだから |B|は奇数である。ゆえに |S|
も奇数である。従って Sの対合 S ∋ (x, y, z) 7→ (x, z, y) ∈ S は（奇数個の）不動点 (x, y, y)をもつ。
よって、p = x2 + 4y2 = x2 + (2y)2 を満たす x, y ∈ Nがある。

7 シュタインハウスの問題/n個の格子点を通る円

⃝?（シュタインハウス 1957) どんな n > 0についても、ちょうど n個の格子点を内
部に含むような平面上の円が存在するか。

補題 7.1 (Sierpinski). 　点 (
√

2, 1
3
) ∈ R2を中心とする円の周上の格子点の個数は

１個以下である。従って、内部にちょうどn個の格子点を含むような円が存在する。

⃝? 任意の n ∈ Nに対して、ちょうど n個の格子点を通るような円が存在するか。

補題 7.2. 素数 p ≡ 1 (mod 4)に対して、ww̄ = pkを満たすような w ∈ Z[i]の個数
は 4(k + 1)個である。

証明. フェルマーの２平方和定理により、p = a2 + b2 と書けるから、p = (a + bi)(a − bi)となり、
ww̄ = pk = (a + bi)k(a − bi)k となる。（注意：a + bi, a − biは Z[i]の既約元。）従って、wは

u(a + bi)s(a − bi)k−s (s = 0, 1, 2, . . . k, u = ±1,±i)

のいずれかであり、ww̄ = pk を満たすような w ∈ Z[i]の個数は 4(k + 1)個である。

定理 7.1 (M+松本眞 1998). 素数 pが p ≡ 1(mod 4), pk ≡ 1 (mod 8)を満たすと
き、円 (4x − 1)2 + (4y)2 = pkの周上にはちょうど k + 1個の格子点がある。

証明. 補題 7.2により、X2 + Y 2 = pk を満たすような整数の組 (X,Y )の個数は 4(k + 1)個ある。
(整数 )2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)だから、X2 + Y 2 ≡ 1 (mod 8)なら、X2 ≡ 1, Y 2 ≡ 0 (mod 8)または
X2 ≡ 0, Y 2 ≡ 1 (mod 8)である。ゆえに、X2 + Y 2 = pk なら X ≡ ±1; Y ≡ 0 (mod 4) または
X ≡ 0; Y ≡ ±1 (mod 4)である。よって、(4x − 1)2 + (4y)2 = pk を満たす格子点 (x, y)の個数は

X2 + Y 2 = pk, X ≡ −1 (mod 4) (2)

を満たす (X,Y )の個数に等しい。X2+Y 2 = pkの各４組の整数解 (±A,B), (B,±A) (B ≡ 0 mod 4)
のうちただ 1つだけが (2)を満たす。従って、円 (4x − 1)2 + (4y)2 = pk の周上の格子点の個数は
4(k + 1)/4 = k + 1である。

系 7.1. 任意の正整数 nに対して、ちょうど n個の格子点を通る平面上の円が存在
する。

定理 7.2. 素数 p ≡ 1 (mod 4)に対して、円 (2x− 1)2 + (2y)2 = pkの周上には 2k + 2

個の格子点がある。

問題 7.1. n = 3, 4, 5, . . . , 10に対して、ちょうど n個の格子点を通る円の最小半径
を決定せよ。（最小半径の上界は定理 7.1, 7.2によって与えられるから、計算機で調
べられると思う。）
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8 n個の格子点を通る球面

例 8.1. R3の球面で、与えられた個数の格子点を通るものがある。例えば、球面

(4x − 1)2 + (4y)2 + (4z −
√

2)2 = 17k + 2

はちょうど k + 1個の格子点を通る。しかしこの場合、これらの格子点はすべて平
面 z = 0上にあり、平面上の円の場合と本質的な違いはない。

⃝? 任意の n ≥ 4に対して、R3の球面で、次の条件 (∗)を満たすものが存在するか。

(∗)

{
球面上にはちょうど n個の格子点があり、

これらの格子点の凸包は３次元凸体をなす。

定理 8.1 (M 2006). 任意の n > d ≥ 2に対して、ちょうど n個の格子点を通るRd

の球面が存在し、しかもこれらの n個の格子点は d次元のポリトープを張る。

補題 8.1. M1,M2, . . . ,Msを相異なる素数とし、a1, a2, . . . , as ∈ Zとする。このとき、
s∑

i=1

ai

Mi

∈ Z ⇐⇒ ai

Mi

∈ Z, i = 1, 2, . . . , s.

証明. 通分して見る。

定理 8.1の証明. （d = 5の場合）k0 + k1 + k2 + k3 + 4 = n, k0 ≥ 2となる非負整数 ki をとり、
相異なる素数 p0, p1, p2, p3,M1,M2, M3 を p0 ≡ p1 ≡ p2 ≡ p3 ≡ 1 (mod 8) で pk1

1 + pk2
2 + pk3

3 <
pk0
0 < M1 < M2 < M3 となるように選ぶ。（これは、Dirichlet の定理により可能。）さらに、

τi = 2Mi +
pki

i − pk0
0

8Mi
(i = 1, 2, 3) とおく。R5の座標を (x, y, z1, z2, z3)とし、次の式で定義される

球面を Σ とする。

(4x − 1)2 + (4y)2 + (4z1 − τ1)2 + (4z2 − τ2)2 + (4z3 − τ3)2 = pk0
0 + τ2

1 + τ2
2 + τ2

3 .

この球面がちょうど n個の格子点を通ることを見るため、(x, y, j1, j2, j3)をΣ上の格子点とすると、

(4x − 1)2 + (4y)2 = pk0
0 +

3∑
i=1

τ2
i −

3∑
i=1

(4ji − τi)2 = pk0
0 −

3∑
i=1

(16j2
i − 8jiτi)

= pk0
0 − 16

3∑
i=1

(j2
i − jiMi) +

3∑
i=1

ji(pki
i − pk0

0 )
Mi

となる。これは整数だから ji = siMi (si ∈ Z)でなければならない。従って、(4x − 1)2 + (4y)2 =
pk0
0 − 16

∑3
i=1 M2

i (s2
i − si) +

∑3
i=1 si(pki

i − pk0
0 )となる。左辺は非負であるから、si = 0, 1で、

(4x − 1)2 + (4y)2 = pk0
0 +

3∑
i=1

si(pki
i − pk0

0 ) = pk0
0 +

3∑
i=1

sip
ki
i − (s1 + s2 + s3)pk0

0

< 2pk0
0 − (s1 + s2 + s3)pk0

0

となる。従って s1 + s2 + s3 ≤ 1であり、(s1, s2, s3)の可能な値は (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
の４通りで、これらに対応して、４つの方程式 (4x− 1)2 + (4y)2 = pki

i (i = 0, 1, 2, 3) が得られる。
各方程式は ki + 1個の整数解をもつ。従って、Σ はちょうど n個の格子点を通る。これらの n個の
格子点は (∗, ∗, 0, 0, 0), (∗, ∗, 0, 0, 0), (∗, ∗, 0, 0, 0), (∗, ∗,M1, 0, 0), (∗, ∗, 0,M2, 0), (∗, ∗, 0, 0,M3) の形の
６点を含むから、5次元のポリトープを張る。
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系 8.1. 任意の n ≥ 4に対して、R3の球面で、条件 (∗)を満たすものが存在する。

問題 8.1. 任意の n ≥ 4に対して、R3の球面で、ちょうど n個の格子点を通り、し
かもこれら n個の格子点は一般の位置にある、というものが存在するか。
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